Amérique du Sud novembre 2008

EXERCICE 1 5 points

Commun a tous les candidats

Dans le plan complexe rapporté & un repére ortmo@d¢€ ;u, v) , on considére les points A, B,d0affixes respectives :
a=-1+2ib=1+3ic=41.

1. Montrer que le triangle ABC est isocéle el

2. Soit | le milieu de [BC] eg, son dfixe.

. - i z-1z . .
a. Quel est I'ensemble des poimtsdu plan distincts de A dol'affixe zest telle que—— soit un réel
z-a
L, . . L, X= Z| . L,
b. Déterminer I'unique réettel que soit un réel.
C. Soit z; I'affixe du vecteurAl , donner une forme trigonométrique Z;-

3.a. Soit G le point d’affixe — 3. Montrequ'il existe deux rotations de cer G, dont on déterminera les angles, telles qus
images de A et | par cestations soient toutes deux d'axe des réels.

: . m . -
b. Soitr ; la rotation de centre G etafigle d mesure v Déterminer I'écriture complexe de.

4. Soit A, B’ et C les images respectives de A, B, et C par la rotir ; ; soienta’, b’ etc’ leurs affixes
Quelle est I'image par; de I'axe de symétrie du triangle Al ? En déduire qué’ =c'.

EXERCICE 2 5 points Candidats nayant pas suivil'enseignement de spécialité
Une unité de longueur étant choisie daaspgace, on considére un pavé droit ABCDEFGH tel. =1, AD=2 et AE=_
On appelle I le milieu de [AD].

—_ . E
L'espace est muni du repére orthonormé A8; Al , AE). H

1. Déterminer, dans le repére choisi, les coordondésspoints ' 7
F G ’
F, G, H. e

2.a. Montrer que le volume V du tétraédre GFIH est ég% . ~<

b. Montrer que ldriangle FIH est rectangle et
En exprimant V dine autre facon, calculer la distard du point G

au plan (FIH). _-"A 1 |~ D
. Soit le vecteum de coordonnées (2;-1). -

Montrer que le vecteun est normal au pla(FIH). C

En déduire une équation cartésienne du plan (

Retrouver par une autre méthode la dist«d du point G au plan (FIH).

La droite (AG) eskelle perpendiculaire au plan (FIH

Donner un systéme équations parameétriques de c droite.

Déterminer les cordonnées du poirhtersection K de (AG) et de (FIt

. Dans cette question, toute trace de recherche, niécoenpléte, od’initiative méme infructueuse sera prise en consitién
dansl’ évaluation.

Soitl la sphere de centre G passant pactelle est la nature d'intersection dd” et du plan (FIH)

(On ne demande pas de préciser les éléments aisantéette intersectio

MO oThARODTH W
Q

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivil’enseignement de spécialité
L'espace est muni d’un repére orthonormé& TOI Kk ).

SoitD la droite passant par le point A de coordonnée€(02) et de vecteur directt u de coordonnées (1 ; 1 ; 0) et D’ la droite

x=t'
dont une représentation paramétrique gsty:=—t' (t' O R)
z=-2

Le but de I'exercice est d’étudier 'ensemBldes points de I'espace équidistantdet deD'.
1. Une équation des

a. Montrer queD et D’ sont orthogonales et non coplanai

b. Donner une représentation paramétrique de la cD.

SoitM un point de I'espace de coordonnéesy(; z) etH le projeté orthogonal del surD. Montrer qui MH a pour coordonnées :

[L;y ; %’; 2- z) . En déduireViH ? en fonction dex, y etz
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SoitK le projeté orthogonal dé surD’. Un calcul analogue au précédent permet d’étghkr:MK ? = +(2+2)?, relation

(x+y)*
2

gue I'on ne demande pas de Vvérifier.

C. Montrer qu'un pointM de coordonnées( y ; 2) appartient &si et seulement gi= - :11x y.

2. Etude de la surfaces d’équation z= — %x y.

a. On coupeSpar le planXOy). Déterminer la section obtenue.
b. On coupéeSpar un plarP paralléle au planxQy). Quelle est la nature de la section obtenue ?
C. Dans cette question, toute trace de recherche, miécoenplete, ow'initiative méme infructueuse sera prise en consitién

dansl’ évaluation.
On coupeSpar le plan d’équatior + y = 0. Quelle est la nature de la section obtenue ?

EXERCICE 3 3 points Commun a tous les candidats
Dans cet exercice, on demande aux candidétablir, en suivant la démarche proposée, deuxitg@sude cours.
On rappelle que la fonction In est définie et deie sur ]O ; 4o [, positive sur [1 ; 4o [, et vérifie :

In1=0

Pour tous réels strictement positifs yetn(xy) =In x+In y

Pour tout réel strictement posixif |, [Ir ( )i%

In(2)=0,69a10° prés
On considére la fonctioih définie sur JO ; 4o [ parf (X) = \/_x —Inx.
a. Etudier les variations deet en déduire que admet un minimum sur ]O ;b [.

b. Inx<£_

En déduire le signe depuis que, pour tow> 1,0 <—

X X

C. En déduire qutexlirrjm InTx =0.

2. Soitn un entier naturel non nul.

On considére la fonctioh, définie sur ]O ; 4o [ par :f , (X) = Inlx .
XN

En utilisant la question 1., déterminer, si ellest la limite en 4o de la fonctiorf .

EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats

1. Résoudre I'équation différentielle 2+ y = 0 (E), dont I'inconnue est une fonction définielérivable suR.

2. On considére I'équation différentielle y2+ y= e 2 (x+ 1) (E)

a. Déterminer deux réelmetp tels que la fonctiofi définie sur R parf. (X) = e 2 (m X%+ p X) soit solution de (E.
b. Soitg une fonction définie et dérivable skir

Montrer queg est solution de I'équation (Esi et seulement gi—f est solution de I'équation (E).
Résoudre I'équation (E

A o e 1 -2

3. Etudier les variations de la fonctibrdéfinie surR par :h(x) = 2 e 2(x%+2x).

4. Déterminer les limites enos et en +wo de la fonctiorh.

5. Dans le plan rapporté a un repére orthonorméi(Q ), on note C la courbe représentativehdet I celle de la fonction :
_X

X- e 2.

a. Etudier les positions relatives de (et

b Tracer ces deux courbes sur un méme graphique.
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CORRECTION

EXERCICE 15 pomts Commun & tous les candida
1. AB?=|b-al|?’=|2+if=5;AC?’=|c-a|=|1+2if=5
AB = AC doncle triangle ABC est |socele en

z-z T
2.a. L est un réek il existe un réek tel quez—z, =k (z—a) etzza - IM =kAM etMzA - M # A et les points A, I,
z-a
M sont alignés= M décrit la droite (Al) privée de
X —
b. Si ' est un réel alors le point Maffixe x appartient & fxe des réels et & la droite (Al) privée d
X—a

| est le point d’affixeb—;C = %+ gl donc le coefficient directeur de la droite (Al) 35-2

donc !

Une équation de la droite (Al) est done x + 3, cette droite coul’axe des abscisses quaxd —3.

C. zA.I.—E+Z|+1 2i 3 3|—§(1+i)
2 2 2

s A2 2] 2 g 2

™ . T
= 3>—(cos— +isin—).
2 4 4

3.a. Le point G a pour abscisse le réelution de la question précéde Il appartient donc a Idroite (Al) contenant le sommet
principal A etle milieu du c6té opposé du triangle isocele. Cettéte (Al) est don hauteur, médiane, médiatrice et axe de sym
du triangle ABC. Si G esklcentre de la rotion alors il est invariant par cel@-donc la droite (Al) est transformée en la dn
(A'G).

(G , @) = arg(2 + 2i) donc(ﬁ , @) = E azmprés

si A est transformé en un point A’ d’abscigsmsitive, GA' est colinéaire a donc (GA,GA') = — (G , @\) donc —E a 2mpreés

si A est transformé en un point A’abscisse négativiGA' est colinéaire & -+ donc (GA , GA') :(—ﬁ , @) doncm— %[ a2m
pres

Il existe donc deux rotations de centre G qui fiamsent A et | en del points de laxe des réels la rotationr ; d’angle —g et la

. 31
rotationr , d’angIeT .

LT LT
. —i— . —i—
b. r 1 a pour écriture complexe et -zg=€e *(z—2zg) soitZz+3=e “(z+ 3).

4. Le triangle ABC est isocéle en A dodmite (Al) estaxe de symétrie du triangle ABC or G appartierilx

Une rotation transforme une droite en une droitecd'image parr ; de l'axe de symétrie du triangle ABC est la droite (4

r , est la rotation qui transforment A et | @auxpoints sur I'axe des réels donc (A'G) estdé des réel

Une rotation consee les distances et les angles orientés doncBé&tant symétriques par rapport a (AG), BC' sont symétriques

par rapport & (A'G) donc par rapport axe des réels dorb’ =c'.

os]

CI
T
4 v /
/ G Al b:t\ I
B/
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EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas suivi 'eseignement de spécialité
1. AB =AB +AE donc F a pour coordonnées (1;0 ;1) AG =AB +2 Al +AE donc G a pour coordonnées (1 ; 2 ; 1)

AH =2 Al +AE donc H a pour coordonnées (0 ; 2 ; 1)

2.a. Labase du tétraedre GFIH est le triangle FGH €'Ai= % xFGx GH = % x2=1

La hauteur du tétraédre GFIH relative a cette leas¢lJ] ou J est le projeté orthogonal de | syslés (FGH) donc J est le milieu de
[EH] donch=1

Le volume V du tétraédre GFIH est éga%éx Axh= %

b. F a pour coordonnées (1;0;1);1(0;1;Mabl (-1;1;—1)donc B=
H a pour coordonnées (0 ; 2 ; 1) dadt(0 ; 1 ; 1) donc Hf =2 ;

FH a pour coordonnées (- 1 ; 2 ; 0) donc’@b donc FH = FI? + IH 2

D’apres la réciproque du théoréme de Pythagotealegle FIH est rectangle en .

[

L'aire du triangle FIH est égale a A’2—>< FIxIH= , soitd la distance du point G au plan (FIH).

V=%A xd= 5 £ 1donod=%

3.a. IF estle vecteur de coordonnées (1:—1: 1) dorE =2x1—1x1—1x1=0

IH est le vecteur de coordonnées (0 ; 1 ; 1)d7nnm =2x0+1x1-1x1=0

n est orthogonal aux vecteurs non colinéaifest IH donc le vecteun est normal au plan (FIH).

b. le vecteurn est normal au plan (FIH) donc équation cartésiehnplan (FIH) est de la formex+y—-z+d =0
| O(FIH)donc2x0+1-0+d=0donad=-1
Une équation cartésienne du plan (FIH) esttdy—z—-1=0

|axG+byG+cz3+ d|
\/a2+b2+cz

C. La distance du point G au plan d’équationaby +cz+d=0 estd =

|2x1+2-1-13) _ 2
doncd = =,/=
J2r+12+12 |6 3
4.a. AG a pour coordonnées (1; 2; 1) donc n'est pameéaiie an vecteur normal au plan (FIH) donc (AG) n'est pas
perpendiculaire au plan (FIH).

x=K
b. M O (AG) - il existe un réek tel queAM =k AG - y=2k (kO R).
z=KkK
C. Déterminer les cordonnées du point d’'intersectiaielAG) et de (FIH).
x=K
K O (AG) = il existe un réek tel que K< y=2k or KO(FIH) =« 2x+y—-z—-1=0 donc les cordonnées du point d’'intersedt
z=KkK
x=k x=Kk
de (AG) et de (FIH) vérifient y=2k et2k+2k—k—1=0soity y=2k et2k=1= K [% —2 %J
z=k z=k

5. Le rayon de la sphére est GK 6K (% —z 2; —1—1j soit[:—lg;—g;——gj donc GK? = %+1—6+—4_—7

3 9 9 3
: /7
soit un rayon R = 3

La distance de G au plan (FIH) %%% or \/% < \/Z donc la spheére coupe le plan (FIH) suivant unleerc

Pas demandé : déterminer le centre et le rayoridlec: Pour déterminer le rayon R du cercle :
Le centre du cercle intersection de la spheret(8uelan (FIH)| M étant un point du cercle, le trianglBMG est rectangle eQ
estQ projection orthogonale de G sur (FIH), doncQM ? + QG? = MG?
Pour déterminer le poil?, il suffit de : , 7 2.5
« déterminer la droite orthogonale en G a (FIH) OM =R ;QG = \/7 et MG = \/7 doncQM 37373 le
e son point d'intersection avec le plan (FIH) d’olplant
Q cercle est de rayoK/;.
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
1. Une équation des

a. D’ est la droite de vecteur directeur de coordonnées @;-1;0 oru'=1x1+ -Dx1+0x0=0 doncu etu’ sont
orthogonaux eb etD’ sont orthogonales
Si D etD’ sont coplanaires, elles sont sécantes en un bod# coordonnées (t'; —t'; — 2) puisqu'il appent a D’, de plus le point

M appartient D donc AM est colinéaire a1, or AM a pour coordonnées (t' ; —t' ; — 4). La derniéoerdonnée n’étant pas nulle,
AM n'est pas colinéaire & doncD etD’ ne sont pas coplanaires.
b.  LadroiteD est 'ensemble des points M tels ga® =tu avect’ DR
X=t
D est la droite dont une représentation paramétegtues y=t (t O R)
z=2
H le projeté orthogonal dé surD donc MH est orthogonal @i etH a pour coordonnées;t ; 2).

MH a pour coordonnées<{x;t—y;2 -2z et MH .u =0 soit {—X) + (t—y) + 0x (2 —2) = 0 soit 2t =x +y donct = izy

MH apourcoordonnee{ > y X~ y ;22— z)

MH2=[_X+yj +[ﬂj +(2-2)? doncMH ( y) +(2-2)°
2 2 2

2 2
X = X+
C. un pointM de coordonnées( y ; 2) appartient &si et seulemertiH > = MK ? < % +(2-2) 2=% +(2+2)°?
e X=Y)2+22-2*=x+y)2+(2+2) % o x?+y?—2xy—-272-8-8z=x?+y?+2xy-27*-8 -+ & « z:—zllxy.

2. Etude de la surfaceS d’équation z= — %x y.

a. Une équation du planxQy) estz = 0. Un point appartient a
l'intersection deS et du plan X O y) si et seulement si ses
coordonnées vérifient

1 1
=-—-= 0=-= x=0 =0
z 4Xy@ 4Xy@{ _Oou{y_o.
z=0 z=0 Z= Z=

L'intersection deS et du planX O y) est donc la réunion des deu»
axes (Ox) et (Oy).

b. Une équation d'un plaR paralléle au planxQy) estz = A.
Un point appartient a l'intersection d& et du planP si et
. . L | Z= . Xy
seulement si ses coordonnées Vérifient 4
z=A
1 -4\
A=—-=X =
2 y Y ..

z=0 z=0

si A # 0, la section dé& par un plarP paralléle au planxQy) est
une hyperbole.
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(o Un point appartient a lintersection d& et le plan
d’équationx + y = 0 si et seulement si ses coordonnées vérifient

1

z=-=Xxy z——lxy 2=1ye
477 - 477 - 4

X+y=0 y=-Xx y=-X
la section dé& par le plan d’équatiorn+y = 0 est une parabole.
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EXERCICE 3 3 points Commun a tous les candidats

l.a. f estdéfinie dérivable sur] 0 ;o¢[ etf '(x) = 1 1
2x x  2x

Six>4,,/x >2dond '(x) >0,f est strictement croissante sur ] 4o+

f'4)=0

Si0<x<4,0<,/x <2dond '(x) <0,f est strictement décroissante sur]0 ;4|

f admet donc un minimum en 4

Jx-2

b. f admet donc un minimum en 4, donc pour todée ] 0 ; +oo [ alorsf (X) >f (4) soitf (X)>2-21In2
In (2) = 0,69 donc pour towt> 0,f (X) > 0 donc Ix < \/_x
Inx_Jx

Pour toutx > 1, Inx > 0 donc 0 < Inc< /x donc pour toux> 1, 0 <

X X

L4/ X . 1 R SN . Inx

C. lim ~— = lim — =0 donc d’aprés le théoreme des gendarmis, — = 0.
X —» +00 X X - + 00 }X X - + 00 X
1

: = In x In X

2. Soit X = x" alorsx = X" donc Inx = In X" =n Inx doncf , (x) = — :nT
XN

. , . In X .
n est un entier naturel non nul, dorim X =+w et lim —— donc lim f ,(X)=+o

X —» + 00 X & 400 X X - + 0
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EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats

1
1 2y+y=0-y=-2y

les solutions de I'équation différentielle y2+y = 0 (E), sont donc les fonctions de la forp(e = k e 2 aveck réel guelconque.

X X X

2. a fX=e 2(mx?+px doncen posant(X) = e 2 etv(x) =mx?+px alorsu’(x) :—% e 2 etvV(x)=2mx+p
, 1 -7 2 -3 -3 1 2 1
f (x)=—§e Zmx“+pX)+e 22mx+p)=e 2[—§mx +x(—§ p+2 nﬂ+ %

donc 2f '(x) = e_g[—mx2+x(—p+4m)+2p]

f est solution de (E')= pour toutx réel, 2f '(x) +f (x) = efé(x+ 1)

o pourtoutxréel,e_g[—mx2+x(—p+4m) +2p]+ e_g(m X2+pX) = e_g(x+ 1)
- pourtoutxréel,efg[—mx2+x(—p+4m)+2p+mx2+px]= efg(x+ 1)

= pour toutx réel, dmx+ 2p=x+1 = m= 711 etp= % donc pour touk réel,f (x) = e 2 (x2+2Xx).

NI

b. g-f solutionde (E)} 2(@—-f ) +g-f=0- 2g +g=2f "+ f

or d’apres la question précédente : pour xodtel, 2f '(x) +f (X) = efg (x+ 1) soit en remplacant :

g —f solution de (E)= pour toutx réel, 2g'(x) + g(x) = e_g (x+ 1) = gestsolution de (E’)

g solution de I'équation (ft = g —f solution de I'équation (E¥ g—f de la formey(x) =k efg aveck réel quelconque.

= pour toutx réel,g(x) = :11 e_é (x%+2x) +k e_é aveck réel quelconque- pour toutx réel,g(x) = 711 e_g (x?+2x+ C) avec C
réel quelconque.

3.  Enposanti(x) = % e 2 etv(x) =x2+ 2xalorsu'(X) = —%X—; e 2 etv(X) = 2x+2

=

donch'(X) = :11 e 2(2x+2) —%x—; e 2(x2+ 2x) soith'(X) = é e 2(—x2—2x+ 4x + 4) soith’(x) = 3 e 2(—x%+2x+4)

—x?+2x+4=0< x;=1+./5 oux,=1-./5
La fonction exponentielle est toujours positive dbifx) a le méme signe quex? + 2x + 4

X — 00 1_\/_5 1+\/§ + o0
h(x) - 0 + 0 -
" h(1-/5) 0
. X . -2
4. I|n_1—§:+oodonc lim e 2 =+c0;

x?+ 2x est un polyndome dondim (x?+2x) = lim x*=+e0 donc lim h(x) = + oo

X X x)% X X X
h(x)=x*e 2 +2xe 2 =4(—j e 2+4x =g ?

2 2

Soit X = g , lim X=+wethX)=4X?e™* +4Xe ™ or lm x"e™=0 donc_lim X?e™* =0 et lim X e *=0
donc lm 4 X?e* +4Xe*=0donclim h(X)=0
5.a. Pour étudier les positions relatives de C gt faut déterminer pour toxtréel, le signe db(x) — e 2.
h(x)—e 2 = :11 e 2(x*+2x)—e 2 = :11 e 2(x%+2x—4)

x?+2Xx=4=0e x;=—1+,/5 oux,=-1[5
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