POLYNESIE JUIN 2007

On considére la fonctiohdéfinie sur] 0 ; +o [ parf (X) = 1 +xIn x.

On note G sa courbe représentative dans un repére orthodenal, j ). Toutes les aires considérées dans ce problématse
exprimées en unités d’aire.

Partie A

Le but de cette partie est de déterminer un enoaglrede I'aire A du domaine délimité par I'axe dbscisses, la courbe; Cet les
deux droites d'équations= 1 etx = 2.

On note M et N les points de;@abscisses respectives 1 et 2, P et Q leurs psof@thogonaux respectifs sur I'axe des abscikses.
figure est donnée ci-dessous.
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1.a. Montrer quef est positive sur [1 ; 2].
b. Montrer que le coefficient directeur de la drolt&N) est 2 In 2.
C. Soit E le point d’abscissé.
e

Montrer que, sur l'intervalle [1 ; 2], le point Btd’unique point de gen lequel la tangente & €st paralléle a (MN).
d. On appelle T la tangente & &u point E.

Montrer qu’une équation de T est= (2 In 2)x - 4 +1.
e

2. Soitg la fonction définie sur [1 ; 2] pag:(X) =f (X) - {(2 In 2) x _4 + 1]
e
a. Montrer que pour toutde [1 ;2] :g' (X) =Inx+1—In 4.
b. Etudier les variations dgsur [1 ; 2] et en déduire la position relative deetide la tangente T sur cet intervalle.
3. Soient M et N les points d’abscisses respectives 1 et 2 deoitedf. On admet que la courbgréste sous la droite (MN) sur

l'intervalle [1 ; 2] et que les points Mt N ont des ordonnées strictement positives.
Calculer les aires des trapézes MNQP &{'RQP.

a.
b. En déduire, a l'aide de la calculatrice, un encawdnet de A d’amplitude 10

Partie B
Le but de cette partie est de déterminer |a vagacte de A.
1 A l'aide d’'une intégration par parties, calculer
jlz xIn xd x.
2. En déduire la valeur exacte de A.
CORRECTION
Partie A

l.a. Six=1,Inx=0doncxInx=0doncf(x)=1>0
1.b. M estle point de coordonnées (1 ; 1)
N est le point de coordonnées (2 ;1 +21In2)

(MN) a pour coefficient directeutt —Yu ~1*+2In2-1
Xy — Xy 2-1

soit 2 In 2.



1.c. Latangente au point d’'abscissgest paralléle a (MN) si et seulement'sjxg) =2 1In 2
f'X)=1+Inxdoncf'(X)=2In2< Inx=2In2-1

In4xe—1‘:7 Xzﬂ

e
E est donc 'unique point de la courbedd la tangente est paralléle a (MN).
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1.d. T a pour coefficient directeur 2 In 2

f(éj: 1+£In(£j :1+§In2—£'
e e \e e e

e e
T a pour équatiog= (2 In 2)x+b

b est tel quel—il+§ln 2=2In 2><(£'j+b
e e e

E a pour coordonné{s‘1 ; 1—fr +—8In 2]
e

b= 1—il donc T a pour équation= (2 In 2)x +1—il
e e

2.a gx=f'x-2In2
g =Inx+1-2In2=Ik+1-In4

g(x) = |n(§j +1
2.b. In(zj +1>0= In[éj >— 1o X >e !
4 4 4

o x>4et

doncsur[l;4e'[,g(X)<Oetsur]4e*;2]g'(x) >0
gdeH=0

sur[1: 4 e'], g est décroissante et sur [ 4'e 2 ] g est croissante.
gde t)=0

donc pour toukde [1; 2],g(X) = 0
La courbe dé est donc au dessus de la tangente T sur [1 ; 2].

3. M' est le point de coordonnées (1 ; (2 In 2)—!-2)
N’ est le point de coordonnées (2 ; 4 In 2—4-‘—1)
e

L'aire d’'un trapéze est égale—JZé\(b +B)xh
oub est la petite base, B la grande bagelathauteur du trapéze.

+
Le trapéze MNPQ a pour air}éMz—yN x1 soit 3+2In2

\ T - Yw t Yy
Le trapéze MN'PQ a pour alreT x1

soit3In2 +1—é
e

donc3mn2 -4 cpg3¥2iN2
e 2
donc1l,6c A< 17
Partie B
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2. A=["@+xinxdx=[ 1dx+[ xInxd
. —L(+xnx) X—Jl x+'[lxnx X

A=2-1+2In2-0,75
A=0,25+2In2



