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On considére les suites,() et /) définies pour tout entier naturehon nul par x,, = '[ . t"cost dt ety,= _fo t"sint dt

l.a Montrer que la suitex(, ) est a termes positifs.
b. Etudier les variations de la suite,().
C. Que peut-on en déduire quant a la convergence sieteak,, ) ?
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2.a. Démontrer que, pour tout entier natunelon nul,x,, < i1
n
En déduire la limite de la suit& ).
a.  Alaide d'une intégration par parties, démontraegpour tout entier naturelnon nul,x, .= - (n+ 1)y, + sin(1).

En déduire quelim yn=0.
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On admet que, pour tout entier naturelon nuly . 1= (n+ 1) X, + cos(1).
Determlner I|m nx,et I|m nyn.

CORRECTION
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1l.a m>2donc k1< g donc sur l'intervalle [0 ; 1], la 0

04

fonction cosinus est positive (voir graphe ci-ceptr

0.2

donc pour tout de [0 ; 1] la fonctiont — t" cost est positive, = /77T M0 00T
) 1 04
elle est de plus continue, 0 < 1 do.f]%: t" cost dt > 0. 05
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La suite &, ) est a termes positifs. y

b. Xpa1—Xpy= j:t””cost dt —j:t”cost dt = j:(t”*l—t”)cost dt

Xn+1—Xp = J: t"(t-1) cost d

Pour toutt de [0 ; 1],t"> 0 et cog > 0 de plus Gt < 1 donc 1 -t < 0 donc pour toutde [0 ; 1] la fonctiont i~ t" (t — 1 )cod est
négative, elle est de plus continue, 0 < 1 derjd "(t-1)cost dt <O0.

doncx,+1—Xn < 0, la suite X,, ) est décroissante.

C. la suite k) est décroissante, minorée par 0 donc est coentr@t sa limite est positive.

2.a.  Pourtoutt de [0 ; 1],t"> 0 et 0< cost < 1 donc pour toutde [0 ; 1], < t" cost<t"
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Les fonctiong > t" ett — t" cost sont continues sur [0 ; 1] et 0 < 1 dons (ﬁ . t"cost dt < '[ . t"dt

1
1 1 . 1 .
or '[ t"dt =|——t""*| =—— donc pour tout entier natunehon nul,x, < .
0 n+1 n+1 n+1
1 . 1 L . ;
b. 0<x,< or lim —— =0 donc d’apres le théoréme des gendarnies, x,=0
n +1 n-+on +1 n-+o
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3.a Xpe1= IO t"*! cost dt

A l'aide d’une intégration par parties, démontraegpour tout entier naturelnon nul,x,. 1= — (0 + L)y, + sin(1).
Soit u'(t) = cost u(t) = sint
v(t) =t"*? V(1) = (n+ 1)t"

n+l o ! ! n i ; Tong ;
Xn+1= [t sint] . —jo (n+1)t" sint dt =S|n(1)—0+1)jot sint dt doncxn. 1= — (n+ L)y, + sin(l).

b. xn+1: -+ 1y, +sin(l) donx,+1—sin (1) =—f + 1)y,

= —[ Xn+1—Sin (1)] or. I|m 1 =0et lim x,=0 donc I|m [Xn+1—sin (1)] = - sin(1) donchm _Yn= 0
n+1 *n+l no e

4. En développantx,.;—sin (1) =ny,—-y,doncny,=—Xp+1—Yyn + sin (1)

or lim x,=0et lim y,=0donc I|m ny,=sin (1)

VYn+1= (n+ L)X, + cos(l) dona X, + X, =y, — cos (1) dona x,=y,—X—cos (1)



or lim x,=0et lim y,=0donc lim nx,=-cos(1)
n- +o n- +o n- +o



