Les suites|,) et (v,) sont définies sul par : u,+v, et u

Montrer qu'il existe un ré&ltel que, pour tout entigrdeN, v, .1 —Un+1=K(Vy,—Uy)

Démontrer par récurrence que, pour tout entiap, < u,.
Etablir que les suitesi{) et {v,) sont convergentes.

n
4.a. Soitw, = Z (V,=Uu,) =(Vo—ug) + (vi—uy) + ... (v, —Uuy) . Donner I'expression de&, en fonction den.
p=0

n-1
4.b. Exprimer Z (Upey U, )=(U1—Up) + (Uz—uy) + ... + Uy—Un_1) en fonction dev,, puis en fonction da, et deu,.
p=0
En déduire I'expression de, en fonction den.
4.c. Quelle est la limite dev() ?

CORRECTION
u,+v,
Up+Vvp Upsr tVp 2 TVa
1. Up+y1= —— etv,,;= ——— donc enremplacanty ,, = —=———
2 2 2
u,+v u,+3v u, +3v
Vn+l:1x M"-Vn :lx n n = n n
2 2 2 2 4
u,+3v, u,+v,
Vas1—Ups+1= —
n+1 n+1 4 2
un+3vn_2(un+vn)
Vh+1—Up+1=
4
Vih—Uj

Vhs1—Up+1=

4

1 1
le—umlzszrﬂh)dmmkzz.

2. Up=1etvg=2donovg>ug
La propriété est vraie poar= 0
Montrons que pour tout la propriété est héréditaire. C'est-a-dire que,st u, alorsv,,1>Up+1

Vhs1—Up+1= Z(Vn_un)

orv,>u,doncv,—u,>0donov,+1—Un+1>0
doncv,+1>Up+q.
La propriété est héréditaire donc est vraie poutriale IN.

3. Montrons que les suites sont adjacentes. lIfaaritrer quey,, ) est croissantey(, ) décroissante et que la limite dg—u,
est 0.
u,+v, 1 )
Up+1—Up= 5 —u,= E(V”_u”) or pour tounde N,v,—u,>0donau,,,—U, >0 donc @,) est croissante.
u,+3v, 1 S
Vps1—Vp = T —Vy=-— " (vp—uy) or pour tounde N,v,—u,> 0 doncv, .1 —V,<0doncy,) est décroissante.

Soit la suite d,, ) définie pad,,=v,—u,;

Vin+1—Ups1= %(Vn—un) doncd,+1= %dn donc la suited, ) est géométrique de raisqn= % de premiertermdg=vo—uUg=1

1 n
doncd,=q"dg= (Zj )
n-+o n- +o no+o

n
si—1<qg<1alors lim q”:Oiciq:%donc lim [%j =0donc lim (vo,—u,)=0

Les trois conditions sont vérifiées donc les suitgs) et () sont adjacentes.
Donc ces deux suites convergent vers la méme limite



4.a. wha=(Vo—-uUg+NVi—up+..WV,—uy

wp=do+d;+ ... +d,or d,) est une suite géométrique de raiqoﬂ%

n+l
n+1 1_(1)
1-q : 4
w,=1+q+...+q"org# 1 doncw,= ———— soitw, = — 1
- -1
4
n+1
ané 1— 1
3 4
oy : 1
b. D’apres la question 3, pour tautdeN, up.;—u, = E(vn—un)

donc 1y —U) + Uz—U3) + v + Un—Un_2) =%(VO—uo)+§(vl—ul>+ ..é(vn_l—un_o
(U1=U0) + U2 =U1) + o+ Un=Un 1) = 5 [(Vo—UQ + (1= + .. W3-V

(Up—up) + Uz2—ug) + ... + Un—Un_1) = ZWp_g
3 4

(Ui—Ug)+Ua—Uy)+ ... +Up—Up_1) = 2 (1_(1j ]

NIFRr N

(Up—up) + Uz—ug) + ... +Up—Up_1) =

3

or quand on écrit la somme(—ug) + U,—uq) + ... + Us—U,_1), ON remarque que presque tous les termes sdif@mtpil ne
reste quel, —Ug

n-1
doncz (u p+1—up) =u,—-Upg=u,-1
p=0

n-1 2 1 n 2 1 n
doncz(up+l—up)=un—1=§(1—(zj ]doncun=1+§[1—[zj jsoituﬁ

p=0

wlo
|
wlN

3.c. si—1l<g<1lalors lim qg"=0

n - + o

n
iciq=1 donc lim (Ej =0
4 n-+o \ 4
donc lim un:E.

3

n-+o

Les suitesy,, ) et {/, ) sont adjacentes, donc elles convergent et anélae limite donc lim v, =

n - + o

wl o



EXERCICE 3

_ Up + Vi
] o Ug = -1 Uper = 2
Les suitesy,, ) et (v, ) sont définies sur IN pars: et
Vg =2 u,+4v,
1. Montrer par récurrence que, pour tout emtide IN,u, <v,.
2. Les suitesy, ) et (v, ) sont-elles adjacentes ?
3. Trouver deux réels distincig eta, tels que les suites (J et (T, ) définies pour toun de IN par :

S,=u,ta;vyetT,=u,+a,v,
soient géométriques.

4, Exprimer S et T, en fonction den.
5. Déterminer les suites () et {/,, ).
CORRECTION

1. Uo:—lel\/o:2d0n0/0>l.|0

La propriété est vraie pouar=0

Montrons que pour tout la propriété est héréditaire. C’est-a-dire que,st u, alors V.1 >Ups1

u,+4v, u,+v, 2@Uu,+4v,)-5u,+v,)
5 2 10

orvy>u,doncv,—u,>0donovys1—Up+1>0donovps 1> Upsy .

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriae IN.

Var1—Uns1= doncvns1—Un+1=0,3 ¢n—Uy)

2. D’apreés la question précédentg,: 1 —Up+1=0,3 ¢ —Up)
soitw, =v,—Uuy alorsw, . 1 = 0,3v, donc la suitew, ) est géométrique de premier termg=v,—uy = 3 et de raisoq = 0,3.
doncw,=q"wy=3x(0,3)".

Pour montrer que les suitas,() et {,, ) sont adjacentes, il faut montrer que J est croissantey( ) décroissante et que la limite de

V,—upestO.
U, +v, 1 i
Up+1—Up= — —Up= > (Vh—uy) or pour tounde IN ,v,—u,> 0 donau, .1 —u, >0 donc @, ) est croissante.
u,+4v, 1 L
Vips1—Vn = Er— —vn=—g (vh—uy,) or pour tounde IN ,v,—u, >0 doncv,:,—V,<0doncy,) est décroissante.
si—1<g<1lalors lim g"=0iciq=0,3donc lim 0,3"=0soit lim w,=0donc lim (v,—u,)=0
n-+o n-+o n-+o n-+o

Les trois conditions sont vérifiées donc les suitgs) et (/) sont adjacentes.
Donc ces deux suites convergent vers la méme limite

u,+v, u,+4v, (2a+5u,+@Ba+tHv,
3. Pourtounde N: S, 1=Ups1+avps1= > +a z donc §,;1= 0

L . . ] (at+5u, +@Ba+Hv,
S, est une suite géométrique si et seulement sistexn réefjtel que : $+.1:=9S, = 0 =qu,+av,)

(2a+5u,+@Ba+5Hv, . - . __
o o =qun+aqv, donc en identifiant, il suffirait que : &+ 5 = 10get 8a+5 = 10aq

donc 2a’+ 5a=10aq=8a+ 5 donca est solution de : 8°~3a—-5=0

L'équation 2x?— 3x — 5 = 0 admet pour solutions, = — 1 ex, = g = 2,5 donc on a 2 choix possibles paura; =—-1eta,=2,5

Vérification :

Soit S, =u,-v,etT,=u, + 2,5v, . Vérifions que ces deux suites sont bien géomds :

Up+v, u,+4v, 3u,-3v,
2 5 10

donc S, est une suite géométrique de raison 0,3 et deipréenme $=uUy—Vo=—-3 donc §=-3x0,3"

Sn+1= dOﬂCS,+1=O,3(Jn—Vn)=O,3S1

u,+v, 25un+4vn _5up+5v,+5u,+5v,

Toui= . +2, c 0 =u,+vV, donc T,+,=T,donc T, est une suite constante
To=ug+25vy=—1+5=4donc pourtontde N: T,=4

4. S,=-3x0,3"etT,=4donc il faut résoudre le systtme u,-v,=-3x0,3" et u,+25v,=4

en soustrayant membre a membreu—{v, ) +u, + 2,5v,=3x0,3" + 4 donc 3,5, =4 + 3x 0,3" soitv, = %"5()3”

8+ 75x03"

25Un—V,)+Uu,+2,5v,=2,5x3x%x0,3"+4donc 3,%,=7,5%x0,3"+4 donau, = 3t



