On sait calculer les nombres |/ 1+./1 et 1/ 144/ 1+4/1 écrits respectivement avec deux et trois racines carrées.

On va s’intéresser ici au nombre / 1++/ 1+ 4/ 1+... écrit avec une infinité de racines carrées.

Pour cela on étudie la suite (u,) définie par up =2 etu,+; = ,/1+u, pour tout entier naturel n.

1. Déterminer par le calcul le nombre obtenu lorsqu'il n’y a que deux racines, puis trois racines.
2. Expliquer pourquoi I’équation x = 4/ 1+ x admet une solution positive. On note ¢ cette solution et elle est appelée le
nombre d’or.
3. Montrez par récurrence que, pour tout entier naturel n, @ <up.+; <u,<2.
En déduire que la suite (u,) est convergente.
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4. Montrer que, pour tout entier naturel n, 0 <u,+;— ¢ < 3 Un—o)
o . . "
5. En déduire par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 <u, - ¢ < (5)
6. Quelle est la limite de la suite (u,) ? On montre ainsi que ¢ = 1/ T+J1+J1+.. .
7. Déterminer une valeur approchée de ¢ & 10~ prés.
CORRECTION

1. 1/1+\/71=\/72 et1[1+\/1+ﬁ=\/1+ﬁ,envaleurapprochées: 1/1+\/71z1,414et1[1+dl+ =~ 1,554
2. Six=.,1+x comme ,/1+x>0alorsx>0

1+45 1+45
X= J1+Xx <x>0etx’=1+x<x>0etx’—x-1=0<x= +T\/— donc<p:+T\/—,<pz1,618
L'équation x = 4/ 1+ x admet une solution positive.
3. Initialisation:uozl,ulzﬁdonc<p§un+1 <up,<2.

Hérédité : montrons que pour toutnde N, Si @ <Up.; SUR<2,alors <Up+2<Up+1<2.
La fonctionf :x — /1+ x estcroissantesur[—1;+o [doncsi <Up+3<uUpn<2 alorsf (@) <f(Un+1)<f(uny)<f(2)

orf(g) =petf(2)= /3 doncf(2)<2
@<f(Unst)<f(uy)<2deplusf(Up)=Upns1€tf(Uns1)=Upns2dONCO<Unsr<Up+1<2.
La propriété est héréditaire donc pour toutnde N, p <u,+;<u,<2.

La suite (u, ) est décroissante minorée par ¢ donc converge vers une limite £ comprise entre ¢ et 2
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4. Ups1— Q= /1+un—<p=( @) ¢) don(:un+1—(|>:—(p

\/1+un+<p Uy v ¢
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orq>2:1+q>donc1—q>2:—q>doncun+1—q>:”—(p
un+l+(p
1 1
¢<Up+1<2doncUp+;+@>2¢p>3donc ———<=
U,,,+9 3
- un_(p 1 1
Pour tout entier n, up—@>0donc0< ———— < = (Up—@)doNCO<UZ+1—9< = (Un—)
Uu,,+o 3 3
o . 1\"
5. In|t|aI|sat|on:u0:1,et1§q>§2donc0§uo—(p§1donc5|n:O,OSUn—(pS(gj

o ) 1 n n+1
Hérédité : montrons que pour toutnde N, siO<u,—-¢ < (5) yalors0<up.;—0< (5)

0 < Ups1—9 < %(un—w)
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donc en multipliant la derniere par 3’

1
0 < Up+1—@ < E(Un_(P)
1 1. (1"
—(un,— < —_X| =
ISOIEEE @
1 1 n+1 ) 1 n+1
doncO<Up+1—0<=(Un—@)<| = SOIt0<Up+1—0<|=
3 3 3
La propriété est héréditaire donc pour tout nde N, 0 <u,—¢ < (%) .
6. lim (%) = 0 donc d’apres le théoréme des gendarmes, lim u,—¢@=0donc lim u,=g¢.
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7. Pour obtenir une valeur approchée de ¢ a 10 pres, il suffit de chercher pour quelle valeur de n, (%) < 10~ soit

quelle valeur den, 3" >10%

nIn321OIn10doncn210||n—130doncn221
n

U,y est une valeur approchée de ¢ & 10 prés, u,; ~ 1,6180339888



