Liban mai 2011
EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Dans I'espace muni d'un repere orthonormal (OJT; k ), on donne les trois points :
A(l;2;-1),B(-3;-2;3)etC(0;-23)

1.a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pasiétig

b. Démontrer que le vecteur (2;-1;1) est un vecteur normal au plan (ABC).

2. Soit (P) le plan dont une équation cartésiennexgsy —z+ 2 = 0.

Démontrer que les plans (ABC) &)(sont perpendiculaires.
3. On appelle G le barycentre des points pondérég)AB, — 1) et (C, 2).

a. Démontrer que la droite (CG) est orthogonale an (H#a

C. Déterminer une représentation paramétrique deditediCG).

d. Déterminer les coordonnées du point H, intersedtioplan P) avec la droite (CG).

4. Démontrer que I'ensembl&)(des pointd de I'espace tels qu‘Fm -MB +2MC H =12 est une sphere dont on déterminera

les éléments caractéristiques.

5. Dans cette question, toute trace de recherche, nidcoenpléte, ou d’initiative, méme non fructuessga prise en compte
dans I'évaluation.

Déterminer la nature et les éléments caractérissigie I'intersection du plaR) et de la sphéres)|.

EXERCICE 2 3 points

Commun & tous les candidats

Pour chaque question, une seule des réponsesagtex

Le candidat portera sur sa copie, sans justificatie numéro de la question et la lettre corresgrich la réponse choisie.

Il sera attribué0,5 point si la réponse est exacesinon.

1. Un magasin de matériel informatique vend deux mesdlordinateur au méme prix et de marqueseliM,. Les deux
ordinateurs ont les mémes caractéristiques efpsopbsés en deux couleurs : noir et blanc.

D’aprées une étude sur les ventes de ces deux ngd@éso des acheteurs ont choisi I'ordinateurd¥] parmi eux, 60 % ont préféré
la couleur noire. Par ailleurs, 20 % des cliennaycheté un ordinateur Mont choisi de couleur blanche.

On utilise la liste des clients ayant acheté I'ur’autre des ordinateurs précédemment cités ehoisit un client au hasard.

a. La probabilité qu’un client choisi au hasard aieté un ordinateur Mde couleur noire est :

Réponse A :§ Réponse B :il Réponse C :i Réponse D :£
5 5 50 25

b. La probabilité qu'un client choisi au hasard alieté un ordinateur de couleur noire est :

Réponse A :2—1 Réponse B :E’ Réponse C :§ Réponse D :E
50 50 5 25

C. Le client a choisi un ordinateur de couleur ndir@ probabilité qu'’il soit de marque pest :

Réponse A :i Réponse B :3 Réponse C :1 Réponse D :E’
11 25 11 50

2. Une urne contient 4 boules jaunes, 2 boules roeg8$oules bleues. Les boules sont indiscernaliésucher.

L'expérience consiste a tirer au hasard et siméttaant 3 boules de I'urne.

a. La probabilité d’obtenir trois boules de méme caulest :

Réponse A :E' Réponse B :2 Réponse C :2 Réponse D :i
81 7 84 63

b. La probabilité d’obtenir trois boules de trois auls différentes est :

Réponse A :E Réponse B :i Réponse C :i Réponse D E
7 7 21 84

C. On répete plusieurs fois I'expérience, de manigdépendante, en remettant a chaque fois les twoie®dans 'urne.

Le nombre minimal d’expériences a réaliser pourlgygobabilité de I'événement « obtenir au moins fois trois boules jaunes »
soit supérieure ou égale a 0,99 est :
Réponse A .76 Réponse B 71 Réponse C 95 Réponse D 94
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement obligatoire

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Prérequis : On suppose connu le résultat suivant :

Quels que soient les nombres complexes nonzretls, arg (z x Z) = arg(@) + arg¢) a 2« pres.

, . pA 5 \
Démontrer que, quels que soient les nombres complean nulz etZ, on a: arg{—lj = arg@) — argg) a 2= prés.
z
Partie B
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonomtiraict (O u, v), on considére les points A et B d'affixes resjvest :
ZA:1—ietZB:2+\/T3 + 1.
1. Déterminer le module et un argumentzje

. .z .
2.a. Ecrire =% sous forme algébrique.
ZA

Z i
b.  Montrer que—2 =(1+./3) e 3.
z

A

C. En déduire la forme exponentielle dg
3. On note B, I'image du point B par la rotationde centre O et d’angle g
a. Déterminer I'affixe du point B.

b. En déduire que le point Best le symétrique du point B par rapport a I'a®e § ).

Soit M un point du plan. On note Mimage du point M par la rotationet M’ le symétrique du point Mpar rapport & I'axe (O).
On désigne par (E) 'ensemble des points M du t@énque M’ = M.

a. Montrer que les points O et B appartiennent a Eemtde (E).

b. Soit M un point distinct du point O.

Son affixez est égale  e'® olip est un réel strictement positif@un nombre réel.

i[T-o
Montrer que I'affixeZ du point M’ est égale @ e [6 ) puis déterminer 'ensemble des valeurs du @éelles que M appartienne a

'ensemble (E).
C. Déterminer I'ensemble (E).

EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

On se place dans le plan complexe muni d’'un repéh@normal direct.

Prérequis : L'écriture complexe d’une similitude directe estlddormez = a z+ b oua etb sont deux nombres complexes tels que
az0.

Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre poidtsplan tels que 4 B et A’# B’ alors il existe une unique similitude directe
transformant Aen A’ et B en B'.

Partie B
On considére le triangle rectangle isocéle ABQted (ﬁ , E) = g modulo 2r.

On note D le symétrique de A par rapport au point C

On désigne pasla similitude directe transformantD en C et C en B
Déterminer le rapport et I'angle de la similitusle

On appelle? le centre de la similitude

En utilisant la relatiorDC = QC- QD, démontrer que D&= QD2

En déduire la nature du triangC.

On poses =sos.

Quelle est la nature de la transformato® Préciser ses éléments caractéristiques.

Déterminer I'image du point D par la transformatton

Démontrer que le quadrilatére AB est un rectangle.

Dans cette question, le plan complexe est rappountérepére orthonormal direct (AJ,, v) choisi de maniére a ce que les
pomts A, B, C et D aient comme affixes respecti¥es, i et 2i.

a. Démontrer que I'écriture complexe de la similitidest :zZ = (1+ i) z+ 2 — i ouz etz désignent respectivement les affixes
d’un point M et de son image M’ par

b. On notex et X, y ety les parties réelles et les parties imaginairezg eter'.

Démontrer que’ = x—-y+2 ety = x+y-1

C. Soit J le point d’affixe 1 + 3 i.

Existe-t-il des point# du plan dont les coordonnées sont des entiersfsesatels queAM'. AJ = 0, M’ désignant I'image du point

M pars?

O rToTO®PWD D NE
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EXERCICE 4 7 points

Commun & tous les candidats

Soitf la fonction définie sur [0 ; ¢ [ parf (X) =x+ e *.
On note (C) la courbe représentativef dans un repére orthonormal (63, I ).
Partie A

1. Etudier les variations de la fonctiésur [ 0 ; +oo [.
2. Déterminer la limite déen +o.
3. Montrer que (C ) admet une asymptote oblique damirécisera une équation.
Partie B
On considére la suiteif ) ,~; a termes positifs définie pau; = 0 et, pour tout entier naturehon nul,u,.,=f(u,)=u, +e"
1. Démontrer que, pour tout réepositif, In (1 +x) <x.
On pourra étudier la fonctiapdéfinie sur [ 0 ; 4o [ parg (x) =x—In (1 +Xx).
2. En déduire que, pour tout entier naturelon nul, In 6+ 1)<In (n) + 1 .
n
. . 1
3. Démontrer que, pour tout entier natunelon nul,f [In(n)] = In(n) + — .
n
4. Démontrer par récurrence que, pour tout entieraltinon nul, Inq) <u,,.
5. En déduire la limite de la suite () n> 1-

Dans la suite de I'exercice, on admet que, poureatiern supérieur ou égal a 8,, < 1+§ +..t

k
. : - s 1 1
6. a. Démontrer que, pour tout entiesupérieur ou égal a 2, on ak—:sj =dx.
k-1
b. En déduire que, pour tout entresupérieur ou égala 2, ona;<1+In Hh-1)
7. Pour tout entien supérieur ou égal a 2, on a montré quercu,<1 +In (- 1).

( u
Démontrer que la swt%] converge vers 1.
n(n
nx2

1

n-1’
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CORRECTION

EXERCICE 1
1.a. AB apour coordonnées (— 4 ; — 4 ; 4 a pour coordonnées (-1 ;-4 ;- 2)
AB et AC ne sont pas colinéaires donc les points A, B e Gont pas alignés.

b. N.AB=2x(—4)—-1x(—4)+4x1=08tAC =2x(-1)—1x(—4)+4x(-2)=0
n est orthogonal & deux vecteurs non colinéakBset AC donc le vecteun (2 ;- 1;1) estun vecteur normal au plan (ABC).

2. Le vecteurn’ (1;1;-1)estun vecteur normal au plan (H¢ gecteurn (2;-1;1) estun vecteur normal au plan (ABC)
N.N=1x2+1x(—1)+(-1)x1=0
Les vecteursn' et n sont orthogonaux donc les plans (ABC) et (P) penpendiculaires.

3.a. Démontrer que la droite (CG) est orthogonale an (iR.

XA = Xg 2% VA= Ve t2 Y 3~ §+2 g]soit(Z'O'—S)

G est le point de coordonnégs
U 1-1+2 1- 1+ 2 w2

CG a pour coordonnées (2 ;2 ;—2) ddd& =2 n' or le vecteum' est un vecteur normal au plan (P) donc la dr@@)(est
orthogonale au plan (P).

C. Un point M (x ; y ;2) appartient a la droite (CG) si et seulement gixiste un réel tel quem =tn'
X=t
Une représentation paramétrique de la droite (GB) ¢ =t—-2
z=-t-3
xX=t
d. Les coordonnées du point H, intersection du plara¢ec la droite (CG) doivent vérifier:y=t-2 etx+y-z+2=0.
z=-t-3

donct+t—2 +t+ 3 + 2 =0donc 8+ 3 =0 soit = — 1 donc H a pour coordonnées (-1 ;-3 ;- 2).

4. G estle barycentre des points pondérés (A, 1) (B,et (C, 2) dondMA —MB +2 MC =2 MG
|MA -MB +2MC | =12 - | 2MG | =12 = 2MG =12~ MG = 6.

L'ensemble (S) des points M de I'espace tels »JW -MB +2MC H =12 est une sphére de centre G de rayon 6.

5. Déterminer la nature et les éléments caractéristigie I'intersection du plan (P) et de la spheje (S

=1 2+0- €O+ 2|, 9 =3,/3. Cette distance étant inférieure
12 +12 + (_ 1)2

au rayon 6 de la sphéere, alors (S) et (P) sonntgsealon un cercle, dont le centre est le prajatdogonal de G sur le plan (P) donc
2
le point H et son rayonvérifie I'égalité de Pythagorer? + (3\/5) =62 doncr?=36—27 =9 donc=3

Calculons la distance du centre de la sphére au(Bla:d(G, (P))
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EXERCICE 2 3 points
N 1.a. Réponse D La probabilité qu’un client choisi au hasard alieté un ordinateur Mde

M 1 y . 6
0, : couleur noire est 0,3 x 0,8 = 0,24é=5

B 1.b. Réponse D La probabilité qu'un client choisi au hasard aheté un ordinateur de
couleur noire estp(M 1 n N) +p(M > n N)

M <g§: soitp(N) = 0,7 x 0,6 + 0,3 x 0,8 = 0,42 + 0,24 = 0,66;’%—

B 1.c. Réponse A La probabilité qu'un client choisi au hasard attet€ un ordinateur de

M, n N
p(M, n )soitpN(M2)=0'3xo’8=i
P(N) 0,66 11

0,3

marque M, sachant qu'il est de couleur noire eg};(M ) =

9
2.a. Réponse C On a(sj = 84 cas possibles. Si les trois boules de mémiegq on a obtenu soit 3 boules jaunes, soit 3dsou

4 3
bleues. Le nombre de cas favorables[%s} + (3] =5 dongp = 8_54

b. Réponse A :Le nombre de cas favorables est 4 x 2 x 3 = 24 d®mrobabilité d'obtenir trois boules de trois Eaus
différentes est % = E
84 7

C. Réponse C La probabilité de tirer 3 boules jaunes est égaé%?a%.

Donc la probabilité de ne pas avoir un tirage t@@es jaunes est égale a : 121—1 = 2—(1)

La probabilité de ne pas avoir de tirage de 3 lsojalenes en tirages est donc égale(azz—(ij
La probabilité de I'événement contraire « obtenirmoins une fois trois boules jaunes » est égale %2—2) .

Il faut donc résoudre I'inéquation :1@—2} >0,99 soit@—i) < 0,01 donm In@—i) <In 0,01

In 0,01 In 0,01

n> or
20 20
In| — In| —
21 21

= 94,4 donm > 95.
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement obligatoire
Partie A : Restitution organisée de connaissances
Quels que soient les nombres complexes nonzetls,arg (z x Z) = arg@) + argf) a 2= pres.

(Ej x Z = zdonc ar{ilj + argg) = arg@@ a 2z prés soit aréilj = arg@ — argf) a 2= pres.
z z z

Partie B
1. |zal?=1% + (-1 =2donz, = /2

cosa =£

zA:ﬁ(cosa+isina):1—idonc donca=— 2 a2n pres.
sin01=——2 ‘
2
0o Zo_ 2+3+i _ (2+/3+i)(1+i)_ 2+ /3+i+(2+/3)i-1_1+3 3+\/_3i
A 1-i (1-i)(1+i) 2 2 2

b. % = 1+2\/§+ 3+2\/_3i = 1+2\/§+\/_3(12+\/—3)i =(1+4/3) (%+§|] =(1+4/3) eig.

e zacza(1+yE) e =JZet (1+y3) e doncze= Y2 (1+y3) e 0 Y
ZB:\/E (1+\/§) eil%

LT
i—

- . i -iT ) . -
3.a. L’écriture complexe de la rotation de centre O dlan- s estz = ze ¢ donc l'affixe du point B estzge ¢

soit /2 (1+4/3)e s ez -2 (1+/3)e
b. Zg = ﬁ (1+ \/5) eilﬁ2 etz = ﬁ (1+ \/E)e_ili2 = Z_B donc le point B est le symétrique du point B par rapport a

l'axe (O :u).

4.a. O apourimage par la rotation le point O qui arEymétrique par rapport & I'axe (@), le point O : le point O est donc
invariant.

B a pour image par la rotation le point B1 qui aipsymeétrique par rapport a lI'axe (6);, le point B : le point B est lui aussi
invariant.
Les points O et B appartiennent a I'ensemble (E).
b. Soit M un point distinct du point O. Son affixest égale ® e'® olip est un réel strictement positif@un nombre réel.

i ‘o . . . . g -iT i(e—’f]
M d’affixe pe'® a pour image par la rotation le point;M’affixe pe'®x e 6 =pe‘ °

- i[Z-0

Ce point M; a pour symétrique autour de I'axe (@); le point de méme module mais d’argument oppog&'ss pe [6 j

LS

. i|—-6
c.  OnadoncM=M - pe'® =pe[6 ). Bzg—6+2kn (kOZ) - 26:g+2kn kOZ) - 6=1—T;+kn (kOZ)

L'ensemble (E) est donc la droite privée de O coendé tous les points d’argumei% an pres, soit la droite (OB) privée de O.
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

L'écriture complexe d’une similitude directe estlddormez = a z+ b olia etb sont deux nombres complexes tels gue0.
Il sagit donc de déterminesiils existent,a etb deux nombres complexes tels @ 0 tels quey =azp +betzg =azg+b
Z,— 2,

Zp~ 2y

par différence membre a membr@(z, —zg) =zx —Zg , A% B doncz, # zg donca =

A #B' donczy —zg # 0 donca# 0.

z,=az, +hb Z,72,=a + b Z, 25— Z
{ 8 " { . ® 4 ¢ donc par différence membre & membhe= A 22~ % &

z,=az;+h Zgp zy,=az 7+ bz Z,— 7,

Si A, B, A’ et B’ sont quatre points du plan teisegA# B et A’ £ B’ alors il existe une unique similitude directartsformant A en
AetBenB.

Partie B
1. Le triangle ABC est rectangle isocéle en A doncABC =a et BC :a\/E
D est le symétrique de A par rapport au point Ccdorest le milieu de [AD] donc AC = CD&

stransforme D en C et C en B donc le rappors det% = ﬁ
L'angle de la similitudes est (DC , CB) or DC = CA donc l'angle de la similitudeest (CA , CB).

Le triangle ABC est rectangle isocéle direct doB&( CB) = 7—; [2 7).

o . . w
s est la similitude directe de centeinconnu, d’angIeZr etde rappor(/_Z .

2.a. DC=QC-QD,doncDC=DC.DC=0QC%+QD?-2QC.QD.

stransforme D en C dondXD, QC) = 17: [27] etQC = \/2QD donc DE=QC?+QD?-2QC x QD cosg

2
DC?=QC?+QD?-2QC xQD % =QC2+QD?-QC xQD /2 donc D& =QC?+QD?-QC? soit DC*= QD2

b. DC2?=QDZ2etQC =./20QD doncQC?= DC? +QD 2 donc le triangl&2DC est rectangle isocéle n

3.a. o estlacomposée de deux similitudes directes@&m®aercentr€ doncs est une similitude directe de cenf2e de rapport le

produit des rapports donc 2 et d’angle la sommeadgkes doncg.

b. s(D) = C et5(C) = B doncsos (D) = B, I'image du point D par la transformatierest le point B.

4. limage du point D par la transformatierest le point B donc@D , QB) = ]—; [2 7]

Le quadrilatere ARB a trois angles droits : les angl&/&\D , ADQ , et BQD donc est un rectangle.

5. Dans cette question, le plan complexe est rappoutérepéere orthonormal direct (A];, Y/), choisi de maniére a ce que les
points A, B, C et D aient comme affixes respect@ges, i et 2i.
a. s est une similitude directe donc son écriture cexplest de la forne = az + b aveca etb complexesa # 0
i=a2i+b
stransforme DenCetCenB do{c1 ai+h donc par différence membre a membag =i— 1 doncai (—-i)=(G—-1) (i)
=ai
a=l+idondb=1-ai=1-(1+i)isoib=2-1i.
L'écriture complexe de la similitudeest :Z = (1+i)z+ 2 —i

b. On notex etx, y ety’ les parties réelles et les parties imaginaires ete’.

z=x+iyetZ =X +iy, I'écriture complexe de la similitudeest :zZ = (1+i)z+ 2 —i

doncX +iy=(QL+i)X+iy)+2—ie X+iy=x+iy+iX—-y+2—ie X+iy=x—-y+2+iff+x-1)= X =x-y+2ety
=x+y -1 (en égalant parties réelles et parties imagBsair

C. AM' a pour coordonnéex’( y') et AJ a pour coordonnées (1 ; 3)
AM . AJ =0 X+3y =0 x-y+2+3(Xx+y-1)=0- 4x+2y—-1=0- 2 (2x+y)=1
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1 est un nombre impair arety sont des entiers relatifs donc 242 y) est un nombre pair. Il est donc impossible d'a2o(2x +)
= 1, avex ety entiers relatifs. Il n’existe pas de poMtdu plan dont les coordonnées sont des entiersfsedatels queAM'. AJ =
0, M’ désignant I'image du point idars.

EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats

i’.aftle ?’(x) =1-€e* six>0alors x<0donce*<1doncf’'(X)>0sur[0;+x [, f estcroissante sur [0 ;o¢|.

2. X"mw e =0 doncxlirrjw f(x)=+0o

3. f(x) —x=e *donc X”f'ﬂw f (X) —x =0 donc (C ) admet une asymptote oblique endtéquationy = x.

Partie B

On considére la suiteif)n>1 & termes positifs définie pan; = 0 et, pour tout entier naturehon nul,u,.,;=f (u,)=u, +e
1. g(X) =x—In (1 +x) doncg'(x) = 1 _1jx = Trx donc pour touk > 0, g'(X) > 0 doncg est croissante sur [ 0 ;o¢ .

g(0) =0donc sur[0; # [, g(X) > 0 et pour tout réet positif, In (1 +x) <x.

+
2. Pour tout réek positif, In (1 +x) < x donc pouix = 1 , In(1+lj < 1 soit In[n—lj < 1
n n n n n

donc Infi+ 1) —In f1) < 1 soit pour tout entier naturalnon nul, In 6+ 1)<In (n) + 1 .
n n

3. pour tout entier naturel non nul,f [In(n)] = In(n) + e "® = In(n) + %(n) =In(n) + 1
e n

4. u; =0donau;>In 1, la propriété est vraie poor= 1
Montrons I'hérédite&'est-a-dire que pour tout entienon nul, si Ind) <u,alors Inf+ 1)< u, 1.
Up+1=Tf (u,) orlin() <u,, f estcroissante sur [ 0 ;o¢[ doncf [In(n)] <f(u,)

FIIN(M)] = In(n) + = etf (Un) =Upnsy doncInf) + S <uy.sorin@+1)<In () + < doncIng+1)<In(n) + = <uy.,
n n n n

soitIn(h + 1)< up. 1.
La propriété est héréditaire donc est vraie pout émtiern non nul.

5. pour tout entien non nul. In) <u,, et lim In(n) = +c donc lim u,=+o
n- +ow n - +oo

=

6.a. 15k—1§x§kdoncki12

x | =
x|

pour tout entiek supérieur ou égal a 2, on

< P

=

=

k
, ces fonctions sont continues skir{1 ;K] donc :I %dxsj 1 dx.
k-1

k k

desoitlsJA —1dx.
X k

k-1

pour tout entiek supérieur ou égal a 2, on—ia[k -(k-1)] SI

k-1

o
N
N
—_—

-
N
X |
o
x

n-1 2 n-1
1sj &dx en additionnant les inégalités membre a menogbﬁe.&i < I 1 dx+... I 1 dx soit
1 n

noo X 2 n-1 X , X

n_

n-1

A < Laxsoit L4+t <[inx] 1™ donct+. +—L <In(n-1)
2 n-1 . X 2 n-1 ! 2 n-1

pour tout entien supérieur ou égal a @,, < 1+%+ ...+i doncu,< 1+Infh-1)
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7. Pour tout entien supérieur ou égal a 2, on a montré querUu,<1 +In (- 1).
u n In (n _1)

n> 2 donc In ) > 0 donc K

“In(n) — In(n)
In(n—1) =In n[l—lj =Inn+In (1—1j donc In(n-1) =1+ 1 In (1—1j
n n In (n) In (n) n
lim In (n) =+ donc lim LI 0
n- +ow n- +ow |n(n)
. 1 . . . 1
lim |1-=| =1 etlafonction In est continue sur] O¢+4 donc lim In|1-=| =In1=0
n- +o n n- +o n
donc lim In(n-1) =1
n-+e In(n)
. u n . ;o , ~ u n . . .
la suite in () est telle que pour tout entiisupérieur ou égal a 2'? est compris entre deux suites qui admettent pour
n(n n(n
nz2
u
limite 1 donc d’aprés le théoréme des « gendarmdisn» I (” ) =
n-+ In(n
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