Soient a et b deux réels quelconques.

a+b 0 b 100 101
Onpose: A= b a b ;1=10 1 01(;J=|1 01
b 0 a+b 0 01 101
1. Montrer que, pour tous réels a et b, A s’exprime en fonction de I, J, a et b.
2.a.  Calculer J2.
b. Calculer, pour tout entier naturel n non nul, J".
3.a.  Calculer A2
b. Montrer que, pour tout entier naturel nnonnul : A"=a" 1 + MJ.
10 -1
OnposeC={1 0 -1
10 -1

4. a. On suppose dans cette question que a = 0 et que A est inversible. Calculer C (A A™!) et (CA) A~
En déduire par un raisonnement par I’absurde que, lorsque a est nul, la matrice A n’est pas inversible.

b. On suppose dans cette question que a + 2 b = 0 et que A est inversible. Calculer J (A A~ ) et J A) A~
En déduire comme dans la question précédente que, lorsque a + 2 b =0, A n’est pas inversible.
C. Onsupposea#0eta+2hb#0etonpose: B:EI—LJ

a af(a+2hb)

Montrer que B est I’inverse de A.

CORRECTION
1. A=al+blJ
2.2, 1%=2]
b. Montrons que pour tout entier naturel n non nul, J"=2""*J

La propriété est vérifiée pourn=1:2'"1xJ=2%J=

Hérédité : montrons que pour toutn>1,siJ"=nJalors J"*'=2"J
INE=3"x)=2""1x)=2""1x23=2"]

La propriété est héréditaire donc pour toutn>1,J"=2""1J,.

3.a A’=(al+bJ=a’l+2abJ+b?)?
(a+2b)*-a?

A’=a’+2b(a+b)J=a’+ 5 J
b. Montrons que pour tout entier naturel nnon nul, A"=a" I + WJ .
Initialisation : La propriété est vérifiée pourn=1:a'l+ %J =al+bJ=A
(@a+2b)"-a" (@+2b)"*t—-a"tt

Hérédité : montrons que pour toutn>1,si A"=a" | + J,alors A" t=a" |+ J.

2
An+1:AnXA:(anl+W‘]j x(a|+bJ)

A”+1=a”+1l+a”bJ+a(a+2b2) -a J+b(a+2b) —a’

2
An+1:an+1|+aan+a(a+2b) -a J+2b(a+2b) -a ]

2 2
An+1:an+1|+(anb+(a+2b)(a+2b2) —-a jJ
a”b+(a+2b)(a+2b)n_""n_(a+2b)"”—a’”l—Zba”+2ban

2 2
n_an n+l _ on+l n+l _ ,n+l
anb+(a+2b)(a+2b) a =(a+2b) a donCAn+1:an+1|+(a+2b) a J.
2 2 5
(a+2b)"-a"

La propriété est héréditaire donc pour toutn>1, A"=a" 1 + J.



4. a. Si, lorsque a est nul, la matrice A est inversible alors: C (AA™Y)=Cx1=C
b 0 b

aestnul,doncA=|b 0 b | doncCA=0donc(CA)A =0 ou0 est lamatrice dont tous les termes sont nuls.
b 0 b

or C(AA™')=(CA) A tdonc C =0 ce qui est faux donc lorsque a est nul, la matrice A n’est pas inversible.

b. a+2b=0donca+b=-b

Silorsque a+ 2 b =0, A estinversible alors J (A A™*) =1
-b 0 b 101

A=| b a b |[;J=/1 0 1|doncJA=0donc(JA)A '=0
b 0 -b 101

orJ(AA )= (JA) A tdoncJ = 0O ce qui est faux donc lorsque a + 2 b = 0, la matrice A n’est pas inversible.

¢ =1 "
a af(a+2hb)

AB=1A- b

a a(a+2hb)

a+tb 0 b 101 a+2b 0 a+2b
A= b a b ;J=11 0 1|doncAJ=| a+2b 0 a+2b |=(a+2hb)J

b 0 a+b 101 a+2b 0 a+2b

AB:lA—EJ doncAB:l(A—bJ)

a a a

orA-bJ=aldoncAB=1I
sia#0eta+2b#0, BestI’inverse de A.



