1 Soit P(a) =a" - 1,0u a est un entier différent de 1, et n un entier supérieur ou égal a 1.
a. Calculeri+a+a’+..+a" !

b. Montrer que P(a) peut s’écrire sous la forme k (a—1), ou k est un entier.

2.a. Montrerque:a®*®° —1=k(a’-1), aveck entier,

puisquea®™ —a=ka(a’-1)

b. En utilisant les congruences modulo 3, montrer que a°®* — a est divisible par 3

3.a. Montrer quea® —a=k’a(a®-1)aveck’ entier

b. En utilisant les congruences modulo 11, montrer que a*** — a est divisible par 11.

4.a. Montrer que a® —a=k"a (a® - 1) avec k" entier.

b. En utilisant les congruences modulo 17, montrer que a®* — a est divisible par 17.

5. En déduire que a*** congru a modulo 561.

Un entier n non nul différent de 1 et qui n’est pas premier est appelé nombre de Carmichael si, pour tout a entier, n divisea" - a
6 Pourquoi 561 est-il un nombre de Carmichael ?

CORRECTION
S o1 am"-1
1.a. aestunentierdifferentde 1,doncl+a+a2+..+a" "= 1
a_
ah-1
b. l+a+a?+..+a"!'= doncP(a)=(a-1)(l+a+a2+..+a" ).

n-1

P(a) peut s’écrire sous la formek (a—1), ot k=1+a+a’+..+a""*, aestun entier donc k est un entier.

2.a. (q—l)(1+q+q2+...+q”’1):q”—ldoncenappliquantceciaq a’etn=280
a2><280_1:(a2)280_1:k(a2_1),Ouk:1+(a2)+(a2)2+ +(a )20 1

a est un entier donc k est un entier,

a2 _1=3a%_1=k(a’-1),doncen multipliantpara:a(a***-1)=ak(a’-1),soita** -a=ka(a*-1)

b. si a n’est pas divisible par 3, 3 est un nombre premier donc a® = 1 modulo 3 d’aprés le petit théoréme de Fermat.
a*®—a=ka(a?-1)donca’* —a =0modulo 3,

si a est divisible par 3, alors a =0 modulo 3 donc a°*** = 0 modulo 3 donc a*** —a = 0 modulo 3

Dans tous les cas, a°®* — a =0 modulo 3 donc a°** — a est divisible par 3.

3.a a®-aza(a®-1)=a(@%)*-1)

(qg-1)(1+q+@+..+q" H)=q"-1.

En appliquantceciag=aetn=56alors: (a'°)*-1=(a®-1) (1+ @)+ @%)2+..+@?)*1)
donca**’-1=k'(a'®-1),aveck’=1+ @)+ @*)2+..+@?)*

a est un entier donc k” est un entier donc a®* —a=k’ a (a'®-~ 1) avec k’ entier

=1 modulo 11 d’aprés le petit théoréme de Fermat

b. si a n’est pas divisible par 11, 11 est un nombre premier donc a
a*®—a=k a(a-1)aveck’ entier donc : a*** —a =0 modulo 11
si a est divisible par 11, alors a= 0 modulo 11 donc a*** =0 modulo 11 donc a** —a =0 modulo 11

Dans tous les cas, a®' —a =0 modulo 11 donc a*** - a est divisible par 11

4.a. 560=16x35

a® _a=a(a®—1)=a(@®)®-1)

(g-1)(1+q+@+..+q" t)=q"-1

En appliquant ceci & q = a’® et n = 56 alors
@®)®_1=(a®-1)(1+(@%®)+@®)2+..+@®)®1)
donca®’—-1=k"(a'®-1),aveck"=1+@*%)+@%*)2+..+@*)*

a est un entier donc k" est un entier donc a** —a=k"a (a' - 1) avec k" entier

18 =1 modulo 17 d’aprés le petit théoréme de Fermat

b. si a n’est pas divisible par 17, 17 est un nombre premier donc a
a*®—a=k"a(a®*-1)donca®™ -a =0modulo 17,
si a est divisible par 17, alors a = 0 modulo 17 donc a°** = 0 modulo 17 donc a** = a modulo 17

Dans tous les cas, a®' = a modulo 17 donc a*** — a est divisible par 17

5. 561=3x11x17

3 divise a°®* —aet 11 divise a*®! — a, 3 et 11 sont premiers entre eux donc d’aprés le théoréme de Gauss, 3 x 11 divise a**! - a.
33 divise a®® —a et 17 divise a*® —a, 33 et 17 sont premiers entre eux donc, 33 x 17 divise a*®* —a d’aprés le théoréme de
Gauss donc 561 divise a ** — a donc a*** congru a modulo 561.

6. Pour tout a entier différent de 1, 561 divise a*** - a,

sia=1,a"® —a=0donc 561 divise a** — a, donc pour tout entier a, 561 divise a*** —a,

561 est un entier non nul différent de 1 et qui n’est pas premier, pour tout a entier, 561 divise a°®* — a, donc 561 est un nombre de
Carmichael.



