EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats
A — Vrai ou faux ?
Pour chacune des propositions suivantes, indiguallesest vraie ou fausse et donner une démoimtrde la réponse choisie. Dans
le cas d'une proposition fausse la démonstratiorsistera a proposer un contre- exemple ; une figotera constituer ce contre-
exemple.
Rappel des notations :
» P, N P, désigne I'ensemble des points communs aux plaret P,.
* L’écriture P, N P, = O ; signifie que les plans fet P, n'ont aucun point commun.
1. Si P, P, et P; sont trois plans distincts de I'espace vérifiaft N P,# O ; et P, N P3y# O
alors on peut conclure que Bt P; vérifient: P, N Ps# [0 .
2. Si Py, P, et P; sont trois plans distincts de I'espace vérifiaRt N P, N P3= [ ;
alors on peut conclure que,P, et P; sont tels que : PN P,= [0 ;etP,N Pz=0.
3. Si Py, P, et P; sont trois plans distincts de I'espace vérifiaRgf N P,# O ; et P, N P3;= 0,
alors on peut conclure que Bt P; vérifient : P, N Py# O .
4, Si P; et P, sont deux plans distincts et D une droite de Bespvérifiant : RN D # O ; et PL NP, = [0, alors on peut
conclureque PN D% O .
B — Intersection de trois plans donnés
Dans un repére orthonormal de I'espace on consldérteois plans suivants :
e P,déquationx+y-z=0
e P,déquation X+y+z-3=0,
e Psdéquationx +2y-4z+3=0.
1. Justifier que les plans, Bt P, sont sécants puis déterminer une représentatrampérique de leur droite d’intersection, nalée
2. En déduire la nature de l'intersectiopnPP, N P3.

EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidats n'ayarnpas suivi I'enseignement de spécialité

On considere plusieurs sacs de billgsS, . .., S, . . . tels que :

— le premier, S, contient 3 billes jaunes et 2 vertes ;

— chacun des suivants,, B, ... , S, ... contient 2 billes jaunes et 2 vertes.

Le but de cet exercice est d’étudier I'évolutiors tieages successifs d’une bille de ces sacs,teffede la maniere suivante :
— on tire au hasard une bille dang;S

—on place la bille tirée de;$lans S, puis on tire au hasard une bille dans S

— on place la bille tirée de,®lans S, puis on tire au hasard une bille dans S

— etc.

Pour tout entien > 1, on note EI'événement : « la bille tirée dans, Bst verte » et on nope(E,) sa probabilité.
1. Mise en évidence d’une relation de récurrence

a. D'apres I'énoncé, donner les valeurspd& 1), pe, (E2), p& (E2).

En déduire la valeur de(E>).
b. A I'aide d'un arbre pondéré, exprim@(E, . 1) en fonction de (E,).
2. Etude d’une suite

aln

u, =
On considére la suiteif ) définie par : 1 pour toutn> 1.
u =u,+

5

n+1 n

ol

. . .y 1
Démontrer que la suite () est majorée paE.

Démontrer quew, ) est croissante.

Justifier que la suitau( ) est convergente et préciser sa limite.

Evolution des probabilités(E )

A l'aide des résultats précédents, détermiramolution des probabilitgs (E ).
Pour quelles valeurs de 'entiea-t-on : 0,499 99 p(E,)<0,5?

cPwoT ®
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EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidats ayant st I'enseignement de spécialité

Soita et b deux entiers naturels non nuls ; on appelle « téseassocié aux entieaset b I'ensemble des points du plan, muni d’'un
repére orthonormal, dont les coordonnéesy() sont des entiers vérifiant les conditions< @< a et 0<y < b. On noteR, , ce
réseau.

Le but de I'exercice est de relier certaines peétgs arithmétiques des entierset y a des propriétés géométriques des points
correspondants du réseau.

A - Représentation graphique de quelques ensembles

Dans cette question, les réponses sont attenduessesalication, sous la forme d'un graphique quasdéliment complété sur
'annexe.

Représenter graphiqguement les pointx M() du résealRg, g vérifiant :

1. x=2R)ety=1(3) 2. x+y=1(3)
9 T 9
Gl v e e re e e B & 8§ % B ®B # B ¥
P 794 + = e e s e e
6 4+ - - - - - - - - 6 4+ . . - - . . - -
S N - - 54 s+ & o & 2 s e a
4+ s+ & 4 e s s e s Aol & 8 e vm um e e
34 &+ s s & s s s s 34 + « e & s s e a
2 24 4+ 4 e s s e e
14 = = o « & s e« a 14 + &« o« & 2 & & a
—_—— ]
—_]1__12345678910__]1__12345678910
Graphique 1 Graphique 2
3. X=Yy(3)
9 ——
8F + & & & & s s s
74 + s & & & 4 s s
G ¥ 5 @ B o= O o® OB %
54 « + & 4 & & « =
4 F + s+ & & s s s s
3F + s e & 4 s s s
27 S
14+ +« + +« a &« & s a
I I B e s e L
-1l 1 23 4 5 6 7 8 910
Graphique 3
B - Résolution d’une équation
On considére I'équation (E) :X— 4y = 1, ou les inconnuesety sont des entiers relatifs.
1. Déterminer un couple d’entiers relatifs,{ yo) solution de I'équation (E).
2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers raatifiutions de I'équation (E).
3. Démontrer que I'équation (E) admet une uniquetsmt (x ; y) pour laquelle le poinl(x ; y) correspondant appartient au
résealR, -
C - Une propriété des points situés sur la diagonaldu réseau.
Siaetb sont deux entiers naturels non nuls, on consigedélgonale [OA] du résedy, ,,, avec O(0 ; 0) et A(; b).
1. Démontrer que les points du segment [OA] sontataresés par les conditions s<k<a;0<y<b;ay=bx
2. Démonter que sa etb sont premiers entre eux, alors les points O et s seuls points du segment [OA] appartenant au
résealR , p.
3. Démontrer que s etb ne sont pas premiers entre eux, alors le segméijtd@ntient au moins un autre point du réseau.

(On pourra considérer le pgddles nombrea etb et posea=d d@ etb=d b.)
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EXERCICE 3 7 points Commun a tous les candidats
A — Restitution organisée de connaissances

X

. . e . . -
On suppose connu le résultat suivartm — = +o0. Démontrer que :lim xe *=0.

X —» +o00 X X —» +o00

B — Etude d’'une fonction
On considére la fonctioihdéfinie surR par :f (x) = (x + 1) e *

On note (C ) sa représentation graphique danspéreerthonormé (d ;T) du plan. On prendra 4 cm pour unité graphique.

1. Cette question demande le développement d’'uneirerdg&marche comportant plusieurs étapes. La cldut@lan d'étude, la
rigueur des raisonnements ainsi que la qualitéadettaction seront prises en compte dans la natatio

Etudier les variations de la fonctidret les limites aux bornes de son ensemble deitiéfinRésumer ces éléments dans un tableau
de variations le plus complet possible.

2. Tracer la courbe (C ). On fera apparaitredssitats obtenus précédemment.

C — Etude d'une famille de fonctions

Pour tout entier relati, on notef, la fonction définie suR par : f, (x) = (x + 1) €*.

On note G la courbe représentative de la fonctiQuans un repére orthonormal du plan.
On remarque que le cks -1 a été traité dans la partie B, car dnafet C_,=C.
1l.a. Quelle est la nature de la fonctiy?

b. Déterminer les points d’intersection des coui®g®t C;. Vérifier que, pour tout entids, ces points appartiennent a la courbe
C«

2. Etudier, suivant les valeurs du rggle signe de I'expression x ¢ 1) (€°— 1).

En déduire, pouk entier relatif donné, les positions relatives desrbes G et Cy.. 1.

3. Calculerf ' (X) pour tout réek et pour tout entiek non nul.

En déduire le sens de variation de la foncfipsuivant les valeurs de (On distinguera les cak > 0 etk < 0.)

4, Le graphique suivant représente quatre cowrhés I(, et correspondant & quatre valeurs différentes danpatrek, parmi

les entiers -1, — 3, 1 et 2.
Identifier les courbes correspondant a ces valewijsstifiant la réponse.
v

D — Calcul d’'une aire plane
Soit\ un réel strictement positif. La fonctidrest celle définie dans la partie B.

1. A l'aide d’une intégration par parties, caleute nombre : A() = IZ f(t) dt

2. Déterminerklim A(MA). Interpréter graphiquement le résultat.
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CORRECTION
EXERCICE 1 4 points Commun & tous les candidats
1. FAUX :
Dans le cube ABCDEFGH, soit;He plan (ABC), B le plan
(BCF), Ps;le plan (EFG),
les plans (ABC), (BCF) ont une intersection nonevid(BC)
donc PN P,z O;
les plans (EFG), (BCF) ont une intersection norevi{GF) donc
P,NPyz O
et les plans (ABC) et (EFG) sont strictement pated donc ont
une intersection vide donc, P3;= 0O .

2. FAUX

Avec les notations précédentes, les plans €8 P; sont
strictement paralléles dongP P;=0 etP, NP, NP;=0;
orPiNP,20.

3. Faux

PN P3;= 0, alors les plans Pet P; sont strictement paralleles P P,# [0 donc soit R N P, est une droite, soit c’est un plan.

SiP;NP, estunplan P=P,donc RN P;=0.

4. Faux

SiP; N P,= [, alors les plans Pet P, sont strictement paralléles

P,N D# O, lintersection non vide d’une droite et d'un plest soit un point soit une droite
Si P, N D est une droite, alors D est contenue dans P

or PyN P,= 0, donc en particulier PN D=0 .

B — Intersection de trois plans donnés
1. P, a pour vecteur normaTl (1;1;-1) B apour vecteur normaﬂ—2 (2;1;1)

ces deux vecteurs sont non colinéaires donc les faet P, sont sécants
Soit A le point d’abscisse 0 appartenant;anPP, alors son ordonnég, et sa cote 5 vérifient :

Xat¥Ya—2Zy = . N
donc par addition terme atermg 2= 3 doncy, =zp = —
2X,ty,+tz, =3 2

A a pour coordonnée(so ;g gj

Soit B le point d’'ordonnée 0 appartenantaPP, alors son abscissg; et sa coteg vérifient :
{ Xg+Yg—2,=0

donc par addition terme a terma& 3= 3 doncxg =z =1
2XgtYgtz3=3

B a pour coordonnées (1;0; 1)
AB est un vecteur directeur de

AB a pour coordonnét{él; —g ;——;j donc le vecteun = 2 AB est un vecteur directeur de

u a pour coordonnées (2 ; — 3 ;—1)

x-1=2k
Un point M appartient A si et seulement si, il existe un réekl queW =ku - { y=-3k
z-1=-k
x=1+2k
donc une représentation paramétriquddsty y=—-3k aveckR
z=1-k
x=1+2k
2. L'intersection R N P, N P3est l'intersection d& et de B donc est telle que y=-3k etx+2y-4z+3
z=1-k

enremplagant: 1 +R-6k—4 (1K +3=0s0it0=0
Tout point deA appartient a Pdonc LN P, N P3=A

=0.
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EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidats n’ayarnpas suivi I'enseignement de spécialité
1. Mise en évidence d’une relation de récurrence

a. E; est I'évenement : « la bille tirée dang &t verte » dong (E4) = é

Si la bille tiree dans Sest verte, on la place dans ui contient donc 2 billes jaunes et 3 vertps. (E») = g
Eo) =

alN

Si la bille tiree dans Sn’est pas verte, on la place dansgi contient donc 3 billes jaunes et 2 vertps. (

P(E2)=p(Ein Ex) +p(E, n E;)= pe () xp(Ed) + pg (Eo) Xp(E,)
3 .2 2 3 _ 12

E = — — 4+ — —_ = —

PEI= X5 5 %5 ™25

b P(Ens) =p(Enn Ens1) +p(E, 0 Ens1)= Pe, (Env) XP(En) + Pg (Ensr) XP(E,)

Si la bille tiree dans Sest verte, on la place dang.§ qui contient donc 2 billes jaunes et 3 vertps. (En+1) = g

Si la bille tiree dans Sn’est pas verte, on la place dans. $qui contient donc 3 billes jaunes et 2 vertps— (En+ 1) = é
3 2 1 2
P(En+1) =pnX g +(1-pn) % g doncpp+1= gpn+ g
2. Etude d’une suite
2 1 . .
a. u;= e doncu; < 5 la propriété est vraie pour=1
Montrons pour touh deN*, que siu,< 1 alorsu, ;1< %
. 1 2 1. 1 2 . 1 s P .
siups1 anrsg u,+ T < < x 2 + T SOitUp 41 < ry La propriété est héréditaire donc est vraie poutn deN*,
la suite (1, ) est majorée pa%.
b. Up+1—Up= %un+ é —Up= é —gun: é(l—Zun) or pour toun de N*,u,, < % doncl-21,=20doncu,+1—U,=0

(uy,) est croissante.

. .1 - 1
C. (u,) est croissante majorée pgrdonc est convergente et sa limite L est teIIeLqﬂeE.

un+1=lun+E donc L est solution d>e=lx+g donc:5x=x+250itx=1 doncL=1.
5 5 5 5 2 2

3.a. p(Ey) veérifie les mémes conditions que la suitg Y doncp (E,) =u, et la limite dep (E ) quandn tend vers o est%.

alN

. 1 1 1 1 1 1 .
b. Soitv, = u, — > alorsv, ;1= gUn + = - > = gUn - = = —(un ——zj doncv, 1= gVn donc ¢, ) est une suite

géométrique de raisan= 1 de premier terme; = 2 1__ 1 doncv,=v q“‘l——i X 1 "
5 "5 27 10 ot 5

n-1 n-1
o,499995p(En)so,5=>—10—5Sp(En)—E so@—lo—SS—ix(lj <0 - 10—52ix(l] - 10°<10x5"1!
2 10 5 10 (5

41n10 41n10
+1or

- 10*<5"" 1< 4In10s(h-1)In5- n2>
In5 In5

+1=6,7donn=>7
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EXERCICE 2 5 points

A - Représentation graphique de quelques ensembles
Il faut examiner toutes les possibilités :

1.

0<x<8etx=2 (modulo 3)= x=2o0ux=50ux=8

O<y<8ety=1(modulo3)= y=1ouy=4ouy=7

On obtient donc les points de coordonnées (22 14 (2 ; 8)

(5:1)(5:4)(5:8)(8;1)(8;4)(8:8)

2.

x+y=1 (modulo 3), sur le graphique 2
En mettant a l'intérieur du tableau la somxney

y *l'ol 1| 2] 3| 4| 5| 6| 7/ s
0olo| 123|456 78
1 | 123|456 78] 9
2 213|456 ]| 7[8[09]10
3 13| 4[5|6]| 7[8]9] 1011
4 | 456|789 ]|10/11]12
5 |[5]6 | 78] 9| 10[11]12]| 13
6 | 6| 78] 9| 10[11] 12| 13|14
7 | 7189 | 10[11|12] 13[14] 15
8 [ 8] 9 | 10|11 12| 13[ 14| 15| 16

x =y (modulo 3), sur le graphique 3
9 -

8 4
7 °
[

5 o

4 °
3 ¢

2 4

1 °
0

9

Réservé aux candidats ayant st I'enseignement de spécialité

B - Résolution d'une équation

1.
2.

7x3=21et45=20donc (3;5) est solution de I'équation. (E)
7x—4y=1et7x3-4x5 =1 donc par soustraction membre a membre=73) -4 y—-5) =0
7 (x—3) =4 y—5) donc 7 divise 4/(- 5) or 4 et 7 sont premiers entre eux donc &divi- 5

Il existe un entier relatif tel quey — 5 = 7k

donc en remplagant dansx’« 3) = 4 { — 5), on obtient que—3 = 4kdoncx=4k+ 3 ety=7k+ 5 avek 0 Z
Vérification : six=4k+ 3 ety=7k+ 5 alors x— 4y =28k + 21 -2&-20=1
donc I'ensemble des couples d’entiers relatifstamhg de I'équation (E) est (d+ 3 ; 7k + 5) avek 0Z

3.

donc 0< 4k +3<4et0< 7k + 5s7soit_73 <ks<

SiMOR, -salorsxON,yON etO<x<4etOsy<7avex=4k+3ety=7k+5avekdZ

1 -5

— et— <k< E aveck 0Z donck =0
4 7 7

I'équation (E) admet une unique solution (3 ; Shiplaquelle le poinM(x ; y) correspondant appartient au résBau-.
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C - Une propriété des points situés sur la diagonaldu réseau.
x=ka bx=ay
1. MO[OA] = OM=kOA avecck<l< {y=kb - {0s<x<a
O<ks<l O<y<hb
bx=ay
2. Soit M un point du réseau appartenant a [OA], atdrsN,y DN ety 0<x<a
0<y<hb
b x =ay doncb diviseay, ora etb sont premiers entre eux domdlivisey (théoreme de Gauss)
donc 0<y < b doncy = 0 ouy =b. En remplacant darsx = ay alors soit{ );:(()) soit { );i 2
siaetb sont premiers entre eux, alors les points O etrA &3 seuls points du segment [OA] appartenanésealR , p.

3. Sia etb ne sont pas premiers entre eux, leur PGIG3t différent de 1 dord> 2
Soita’ et b’ deux nombres premiers entre eux tels gaed & etb=d b.

bx=ay b'x=a'y
Soit M un point du réseau appartenant a [OA], atdrsN,y DN et< 0<x<a soit{ 0<sx<d a'
0<y<b O<y<db

x=a'
{ —b vérifie les conditions donc le segment [OA] contiau moins le point A ; b’) du réseau qui est distinct de O et A.

EXERCICE 3 4 points Commun a tous les candidats
A — Quelques propriétés
_1 _
-i‘ L G 1 =1eth (=2 donc )= L.
z | z| |z]

arg ¢) = arg(— 1) — argg ) & 2mprés or argg ) = — argg) a 2mpres donc argl) = T+ argg) a 2mpreés

1. |Z|=

2. z':—i doncz':—_i x zdoncZ = -
z 2z |z

1
|z]? |z]?
Les points O, M et Msont alignés et O [MM’].

P

OM

est un réel négatif dondM' = -

3. z’+1=—%+1doncz'+1=1—% soit:z'+1=%(z—1).

B — Construction de I'image d’un point

1. C I'ensemble des points M du plan dont I'affixeérifie : |z— 1| = 1 donc tels que AM = 1 donc C est le cedeleentre A de
rayon 1.

2.a. M est un point de C d’affixe, distinct
du pointOdonz#z0et|z-1]=1

7+1=2(@—1)donck +1|=[7+1| M I
Z

17 +1|=—= |z=1|donc¥ +1|=—
|z] |z]
1
0r|z’|:|—| donclz’+1]|=1z'|.
Z

|z'+1| =z’ | donc BM' = OM’ donc M’
décrit la médiatrice de [AQ].

B A
b. si Z vérifie I'égalité : z'+1|=z']|, o]
comme|z’+1|:i |z—1|et|Z|:i
|z] |z]
alorsi |z—1|:i
|z] |z]
M

|i| # 0 doncz vérifie I'égalité : [z— 1| = 1.
z

3. Si M est un point de C, alors M’ décrit
la médiatrice de [BO] et O, M, M’ sont alignés dadvitest le point d’intersection de la médiatrice[8©] et de la droite (OM).
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EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats
A — Restitution organisée de connaissances

X

_ X . e . _
xe = —=———or lim — =+codonc lim xe *=0.
e e X+ Y X - + 00
) X
B — Etude d’une fonction
1. f est le produit de fonctions définies continueswddles suiR doncf est définie continue dérivable sRr

u(x) = x+1 donc u'x)= 1

v(x)=e™* doncv'k)E- €* doncf’(x) =€+ (x+ 1) (-€7) =-xe

f =uvavec:{

La fonction exponentielle est positive idoncf ’(x) a le méme signe quex-

X X

lim xe™=0et lim e *=0commd (x) =xe *+e *alors lim f(x)=0

X - +o X - +o X - +o

X

lim e =+cet lim x+1=-owdonc lim f(x)=-o
X — o 0 + o0
f'(X) + 0 —
f
— 00 0
2.
0.5+
0

-2 A

C — Etude d’une famille de fonctions
l.a. f gestlafonction définie siR parf o (X) = x+ 1 dondf ( est une fonction affine.

b. les ordonnées points d'intersection des courhgest©, sont telles qué o(x) =f 1 (X) doncx + 1 =k + 1) €
soit x + 1) (€= 1) = 0 donx = — 1 oux = 0. Les points d'intersection des courbese€C, ont pour coordonnées (- 1 ; 0) et (0 ; 1).
f k(=1) =0 ef (0) = 1 donc pour tout enti&r ces points appartiennent a la courhe C

2. fre1(-Fi=x+1) D —x+1) e =(x+ 1) 7 — x+ 1) &= (x+ 1) €¥(e*- 1)
La fonction exponentielle est positive ®idoncf ., (X) —f  (X) a le méme signe que € 1) (€' - 1)
X — 00 -1 0 + oo

X+1 - 0 + +

e *-1 — — 0 +

(x+1)(e-1) + 0 - 0 +

positions relatives Cy.+1€staudessys point Ck+1€sten|point C.+1 €st au dessus
des courbes et Cy.. 1. de G d’intersection dessous de ( d’intersection de G
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u(x) = x+1 donc u'(x)= 1
v(x) =e** doncv'xFE k &~

La fonction exponentielle est positive &idoncf ' a le méme signe quex +k + 1

3. fk:uvavec:{ doncf (X) = €+ (x + 1) ke**) = (kx +k + 1) e

sik< 0 alors M, =f k(k+1j S
k k
k+1
X — — + 0
k
f (%) + 0 -
M
k o 0
sik> 0 alorsm, =f k(k+1j S
k k
X k+1 +
— 00 [o0]
k
f(x) - 0 +
0 + o
f k \ /
My
4, Sur ] 0; 4 [, d’aprés la position relative des courbesef Cy , 1, C, est au dessus de;Qjui est au dessus de,Qui est au

dessus de C, qui est au dessus de & qui est au dessus de @doncg correspond & =—3 ;6 ak=-1;3ak=1et¥ak=2.

D — Calcul d’une aire plane
A

| u'(x=e " alorsuxF €* A _r_ A x
1. Son{v(x)=x+1a|orsv‘(x)=1 doncA@)—JOf(t)dt—[ (x+1)e ] IO e * dx

AN =-q+Der+1-[e] =—a+net+1-("-1=2-F+2) ¢

2. Aun réel strictement positif donim A e™=0et lim e’=0donc im (A +2)e*=0 et lim A() =2.

Ao+ Ao+ Ao+

L'aire (en rose sur le graphique) limitée par lanb® def , les droites d’équation= 0,x =A (A > 0) et I'axe des abscisses tend vers
2 u.a. quand\ tend vers o,

4

0.9

15 {1 -05 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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