1. Aire et intégrale d’une fonction continue et positive sur [a ; b]
Définition

L’intégrale de a a b d’une fonction f continue et positive sur
[a ; b] est la mesure de I’« aire sous la courbe » en unités d’aire.

b b f
aire(D):I f(t)dt ou I f(x)dx L J
2 2 1u. a. D
On appelle unité d’aire (notée en abrégeé u. a.) I’unité de mesure 8 0 1 P 3 3 4 b,

des aires telle que Aire(rectangle OIKJ) =1 u. a.

Théoreme : Soit f une fonction continue et positive sur [a ; b], la fonction définie sur [a ; b] par x — I f(t)dt est dérivable sur
a

[a ; b] et sa dérivée est la fonction f.

2. Primitives
Définition : La fonction F est une primitive de la fonction f, continue sur 1, si et seulement si f est la fonction dérivée de F sur 1.

Théoreme : Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Propriété : Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1. Soit x o un élément de | et y, un nombre réel.
Il existe une et une seule primitive de f sur I qui prend la valeur y, en Xo.

On détermine les primitives des fonctions usuelles par lecture inverse du tableau des dérivées.
f, u et v désignent des fonctions dérivables sur un intervalle I, k est une constante réelle
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ou U et V sont respectivement des primitives de u et v.



3. Primitives et intégrales d’une fonction continue

Définition

Soit f une fonction définie continue sur intervalle [a ; b] , et F une de ses primitives, on appelle intégrale de a a b de la fonction f, le
b

nombre réel I f(t)dt =F(b) - F(a).

a
Théoreme : Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Théoreme : Soit f une fonction continue et positive sur [a ; b], la fonction définie sur [a ; b] par x — I X f(t)dt estla primitive de
f s’annulant en a. a

Dans les propriétés suivantes, les fonctions sont continues sur un intervalle I, les nombres réels a, b et ¢ sont dans I, les nombres X et
pp sont deux réels quelconques.

Propriétés

e 2

. ft)dt =0
.oab a
. f(t)dt:—j f)dt
J a b
e b c c
. f()dt +I f)dt :I f(t)dt (Relation de Chasles)
J a b E

b b b

f(O)dt +pj gt)dt

a

. si A et psont deux réels : I (A f(t)+pg(r)dt :kj

a a

b

. Sia<betsipourtoutxde[a;b]Jonaf (x)>0,alors I f(t)dt >0 (positivité)

a

b b
. Sia<betsipourtoutxdefa;blonaf (X)<g(x), alorsj f()dt S,[ g(t)dt (comparaison)

a a

Valeur moyenne

b
On appelle valeur moyenne de f sur [a; b], le réel bi I f()dt
J— a a

Théoreme de la moyenne
b

S'il existe deux réels m et M tels que pour tout x de [a; b], m<f (x) <Malors m (b -a) < I f(t)dt<M (b-a)

a

b
ouencoremsL f()dt <M
b-a ),

4. Application Aire entre deux courbes
Propriété : Soit f et g deux fonctions continues sur I’intervalle [a ; b], telles que, pour tout t de [a ; b], f (t) < g(t).
L’aire du domaine D limité par la courbe représentative de f, celle de g et les droites d’équation x = a et x = b, mesure

I (9(t)— f(t))dt en unités d’aire.

a




