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Amérique du Sud Novembre 1998



2012

Amérique du sud novembre 2012
Dans le plan orienté, on considére un rectangle direct ABCD tel que AB=Let AD=1(L>1).
Sur les segments [AB] et [CD], on place respectivement les points F et E tels que AFED soit un carré.
On suppose qu’il existe une similitude directe f de rapport k telle que :
f(A)=B,f(B)=C,f(C)=E.

V5

2

Partie A

. 1
En utilisant des rapports de longueurs, montrer que L =

1.
2.a. Déterminer I’angle et le rapport de la similitude f .

On appelle Q le centre de la similitude f .

b. Déterminer I’image par la composée f - f des points Q, A et B.
C. Quelle est la nature de la transformation f o f ? Préciser ses éléments caractéristiques.
d. En déduire que Q est le point d’intersection des droites (AC) et (BE).

3.a. Déterminer I'image de la droite (CD) par la similitude f .

b. En déduire une construction du point E’, image du point E par la similitude f .

Partie B
Le plan est rapporté au repére orthonormé (A ; AF, AD).
On appelle z I’affixe du point M, et z’ I’affixe du point M’, image du point M par f .

=\/752_1iz+1+2\/75

2. Déterminer I’image du point D par f.

1. Montrer que z'



Asie juin 2012
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O;u,v).

Partie A - Détermination d’une similitude directe
On considere les points A et B d’affixes respectives :

A= —%+i§ etzB:—ﬁ+i.

1.a. Ecrire les nombres complexes z 5 et z g sous forme exponentielle.

b. Placer les points A et B dans le repere. On prendra 1 cm comme unité graphique.

2.a. Déterminer I’écriture complexe de la similitude directe f de centre O qui transforme le point A en B.
b. Préciser les éléments caractéristiques de la similitude f .

Partie B. Etude d’une transformation
Le but de cette partie est d’étudier la transformation g = s f , ou f désigne la similitude définie dans la partie A et s la réflexion

d’axe (O;u).
1. Soit M un point quelconque du plan. On désigne par M’ I’image du point M par la transformation g .
On note z et 7' les affixes respectives des points M et M', et z le conjugué de z.

in

a.  Démontrer Iégalité: 7 =2¢ © z

b. On pose C =g (A) et D =g (C). Calculer les affixes respectives des points C et D, puis placer les points C et D sur la
figure.

C. Quelle est la nature du triangle OAC ?

d.  Démontrer que les vecteurs OA et OD sont colinéaires.

2. Dans cette question, toute trace de recherche ou d’initiative, méme non aboutie, sera prise en compte dans I’évaluation.

Déterminer la nature de la transformation g © g et préciser ses éléments géométriques.



Centres étrangers Juin 2012

Les cing questions sont indépendantes.

Pour chaque question, une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse. Une réponse non
justifiée ne sera pas prise en compte.

Toute trace de recherche sera valorisée.

1. On considere I’équation (E) : 3x -2y =1, ol x et y sont des entiers relatifs.

Affirmation : les solutions de I’équation (E) sont les couples (9 + 2 k ; 13 +3 k) , avec k appartenant a I’ensemble Z des entiers
relatifs.

2. Soit n un entier naturel. On considére les deux entiers a et b définispara=3n+1etb=2n+3.
Affirmation : le PGCD de a et b est égal a 7 si et seulement si n est congru a 2 modulo 7.

3. Soit n un entier naturel. On considére les deux entiers a et b définispara=2n2+7n+2letb=2n+2.
Affirmation : pour tout entier naturel n, le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b sont respectivement égaux a n
+2etan+17.

4. Dans le plan muni d’un repere orthonormal direct, on considére le point A d’affixe 3 + 4 1.

On note s la similitude directe de centre A, de ﬁ et d’angle % .

. . - . - - . 1-—i —1+7i
Affirmation : la similitude directe réciproque s™* a pour écriture complexe : 2’ = > Z+ ; .
5. Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct, on considere les points A, B, C et D d’affixes respectives :

a=1+2ib=4-ic=1-2/3+i(3+3) etd=4+3+4i3.

Affirmation : la similitude directe qui transforme A en C et B en D a pour angle % .



Liban mai 2012
On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O ; u ,\7) .
On note z,, la suite de nombres complexes, de terme initial z, = 0, et telle que :

1+i .
In+1= % Z, + 1, pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z ..

1. Calculer les affixes des points A3, A et As. Placer ces points dans le plan muni du repére (O;u,v).

2.a. Montrer que le point A, . est I’image du point A, par une similitude directe s, dont on définira le rapport, I’angle et le
centre Q, d’affixe ®.

b. Démontrer que le triangle QA , A, .1 est isocéle rectangle.

n-1
. . 2
3.a. Etablir que, pour tout entier naturel n, ona: QA = LLJ .

2
b. A partir de quelle valeur de n les points A, sont-ils situés a I’intérieur du disque de centre Q et de rayon 0,001 ?
4. Pour tout entier naturel n, on note a, la longueur A, A+ et L, lasomme a, .
k=0

L, est ainsi la longueur de la ligne polygonal AgA; ... ApAn+1

Déterminer la limite de L , quand n tend vers + .

5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en
compte dans I’évaluation.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, les points A, Q et A, . 4 sont alignés.



Métropole juin 2012
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O u, V).

On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives
Za=—-1+i,zg=2ietzc=1+3i
et D la droite d’équation y = x + 2.
1. Prouver que les points A, B et C appartiennent a la droite D.
Sur une figure que I’on fera sur la copie en prenant 2 cm pour unité graphique, placer les points A, B, C et tracer la droite D.

2. Résoudre I’équation (1+ i) z +3— i = 0 et vérifier que la solution de cette équation est I’affixe d’un point qui n’appartient

pas a la droite D.

Dans la suite de I’exercice, on appelle f I’application qui, a tout point M d’affixe z différente de — 1 + 2 i, fait correspondre le
1

(1+i)z+3-i

Le but de I’exercice est de déterminer I’image par f de la droite D.

point M ’ d’affixe :

3. Soit g la transformation du plan qui, a tout point M d’affixe z, fait correspondre le point M d’affixe (1 +i)z+3-1i.
a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation g .
b. Calculer les affixes des points A, B et C 1, images respectives par g des points A, B et C.
c. Déterminer I'image D de la droite D par la transformation g et la tracer sur la figure.
4. Soit h I’application qui, & tout point M d’affixe z non nulle, fait correspondre le point M, d’affixe —.
z

a. Déterminer les affixes des pointsh (A1), h (B1) et h (C ) et placer ces points sur la figure.
b. Démontrer que, pour tout nombre complexe non nul z, on a :

1 1 1

———|==<|z-2|=]z|

z 2 2
C. En déduire que I'image par h de la droite D ; est incluse dans un cercle C dont on précisera le centre et le rayon. Tracer ce
cercle sur la figure.
d. Démontrer que tout point du cercle C qui est distinct de O est I'image par h d’un point de la droite D ;.

5. Déterminer I’image par I’application f de la droite D.



Nouvelle Calédonie novembre 2012

Les deux parties sont indépendantes.

Partie A

On considere deux carrés directs ABCD et DCEF de coté 1. Le point | est milieu de [BC] et le point J est milieu de [EFJ (voir
figure ci-dessous).

1. On considere la rotation r de centre D qui transforme A en C. Justifier que r (1) = J.
2. Justifier que r est I’unique similitude directe qui transforme Aen Cet | en J.
3. On appelle s la similitude directe qui transforme A en I et Cen J.
On se place dans le repére (A ; AB,AD).
a. Donner les affixes des points A, C, | et J.
b. Montrer que I’écriture complexe de s est z' =( %+ i j Z+1+ % i.
C. Montrer que le point D est le centre de s.

F J E

D C

A B

Partie B

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O;u,v) on considére trois points M, N, P distincts entre eux et

distincts du point O. On appelle m, n, p leurs affixes respectives.
On définit la similitude directe s ; qui transforme O en M et N en P et la similitude directe s, qui transforme O en N et M en P.
p-m

n

1. Montrer que I’écriture complexe de s estz’ = Z+m.

On admet que I’écriture complexe de s, est 2’ = Z+n

p-n
m

2.a. Montrer que si OMPN est un parallélogramme alors s ; et s, sont des translations.

b. On suppose que OMPN n’est pas un parallélogramme. Justifier que s; et s, ont chacune un centre, et montrer que ces deux

points sont confondus.
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Centres étrangers Juin 2011
Les cing questions sont indépendantes.
Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse, en justifiant la réponse. Une réponse non
justifiée ne sera pas prise en compte. Toute justification compléte sera valorisée.
Question 1
On considére I’équation (E) : 2 x + 11y =7, ol x et y sont des entiers relatifs.
Affirmation : Les seuls couples solutions de (E) sont les couples :

(22k—2;-4k+1),

avec k appartenant a I’ensemble Z des entiers relatifs.

Question 2

On considere I'entier N = 1
Affirmation : L’entier N est congru a 4 modulo 7.
Question 3

On considere, dans le plan complexe, les points A, B et C d’affixes respectives:a=1+i,b=3i,c=1- 22 +i ( 1- ﬁ )

1 2012.

Affirmation : Le point C est I’image du point B par la similitude directe de centre A, de rapport \/E et d’angle — g .

Question 4
On considere, dans le plan complexe, les points A et B d’affixes respectives:a=1+i;b=2—1.

Soit f la similitude d’écriture complexe : z'= —E—ii 7+ E+§i .
5 5 5 5
Affirmation : La transformation f est la réflexion d’axe (AB).

Question 5
L’espace est muni d’un repére orthonormal (O T, ] , R). On considere la surface S dont une équation est: z=4 xy.
Affirmation : La section de la surface S par le plan d’équation z = 0 est la réunion de deux droites orthogonales.



La Réunion Juin 2011
Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (O ;u , v ).

Partie A - Restitution organisée de connaissances
Soient A, B deux points du plan d’affixes respectives a et b.
On rappelle que :

% (u,AB)=arglb-a)+2nmoln e Z
% L’image du point B par la similitude directe de centre A, de rapport k (k > 0) et d’angle 6 est le point C défini par :
AC=kABetsiA=B,(AB,AC)=0+2nm.0Un e Z
Exprimer I’affixe ¢ du point C en fonction de a, b, 6 et k.

Partie B
On considere I’équation (E) : 3x-2y=1.

1.a. Montrer que le couple (= 1 ; — 2) est une solution de (E).

b. Déterminer tous les couples (x ; y) d’entiers relatifs vérifiant I’équation (E).
2. Soient d et d” les droites d’équations respectivesy =2 x+4 et3x-2y =1
a. Vérifier que pour tout entier relatif k, le point A de coordonnées (k — 3 ; 2 k — 2) appartient a la droite d.

On admettra que ce sont les seuls points de d a coordonnées entieres.
Montrer que les seuls points de d” a coordonnées entieres sont les points B - de coordonnées 2k’ —1;3k’-2)ouk’ e

Déterminer les entiers relatifs k et k * tels que le segment [A B ] soit parallele a I’axe des abscisses.

b.
Z.
3.a. Existe-t-il deux entiers relatifs k etk * tels que Ay =By ?
b.
c.  Trouver I’entier q tel que A, B,, =4u.

4,

Soit Q un point quelconque du plan dont I’affixe est notée . On note H le milieu du segment [As B, ].
On désigne par f la similitude directe de centre Q, de rapport % et d’angle —g.

a. Donner I’écriture complexe de la similitude f .
b. Déterminer I’affixe du point Q pour que I’'image du point H soit I’origine O du repeére.



Liban mai 2011

Partie A : Restitution organisée de connaissances

On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct.

Prérequis : L écriture complexe d’une similitude directe est de la forme z’ = a z + b ol a et b sont deux nombres complexes tels
quea=0.

Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre points du plan tels que A = B et A’ = B’ alors il existe une unique similitude directe
transformant Aen A’ etBen B’.

Partie B
On considere le triangle rectangle isocele ABC tel que (Ké , KC) = g modulo 2 .

On note D le symétrique de A par rapport au point C.

On désigne par s la similitude directe transformant D en C et C en B.

1. Déterminer le rapport et I’angle de la similitude s.

2 On appelle Q le centre de la similitude s.

a En utilisant la relation DC =QC — QD , démontrer que DC? = QD?.

b En déduire la nature du triangle QDC.

3 Onposec=s0Ss.

a Quelle est la nature de la transformation o ? Préciser ses éléments caractéristiques.

b. Déterminer I’image du point D par la transformation o.

4 Démontrer que le quadrilatere ADQB est un rectangle.

5 Dans cette question, le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (A ; u,v ), choisi de maniére a ce que les
p
a

oints A, B, C et D aient comme affixes respectives 0, 1, i et 2i.
. Démontrer que I’écriture complexe de la similitude s est :

’=(1+i)z+2-i
ou z et 2’ désignent respectivement les affixes d’un point M et de son image M’ par s.
b. On note x et x’, y et y” les parties réelles et les parties imaginaires de z et z’.

Démontrer que X’ =x—y+2ety’ =x+y-1

c. Soit J le point d’affixe 1 + 3 1.

Existe-t-il des points M du plan dont les coordonnées sont des entiers relatifs et tels que AM'. AJ = 0, M’ désignant I’image du
point M par s ?



2010

Antilles-Guyane juin 2010
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; u, \7) d’unité 1 cm.

1. Restitution organisée de connaissances
On utilisera sans démonstration les deux propriétés suivantes :
Propriété 1 : Toute similitude indirecte qui transforme un point M d’affixe z en un point M’ d’affixe z' admet une expression

complexe de laformez'=a z +hotla e C*eth e C.

Propriété 2 : Soit C une point d’affixe c. Pour tout point D, distinct de C, d’affixe d et pour tout point E, distinct de C, d’affixe e,
ona:

(CD,CE) =arg (%} 2 7).

Question : Montrer qu’une similitude indirecte transforme un angle orienté en son opposé.

2. Soient les points C et D d’affixes respectives c =3 etd =1 - 31, et S; la similitude qui a tout point M du plan associe le
point M ; symétrique de M par rapport a I’axe (O ; u ) des réels.

a. Placer les points C et D puis leurs images respectives C; et D par S;. On completera le figure au fur et a mesure de
I’exercice.

b. Donner I’expression complexe de S ;.

3. Soit S, la similitude directe définie par :

—le point C, et son image C' d’affixec’'=1+41i;

—le point D, et son image D’ d’affixed'=—-2+ 2.

Montrer que I’expression complexe de S, est:z’=iz+1 +1.

En déduire les éléments caractéristiques de cette similitude.

Soit S la similitude définie par S =S, ° S;. Déterminer I’expression complexe de S.

On pourra admettre désormais que S est la similitude indirecte d’expression complexe : ' =iz +1+i.
Quelle est I'image de C par S ? Quelle est I’image deDparS?

puU AT

b. Soit H le point d’affixe htelque: h—c=e 5 (d-c).

Montrer que le triangle CDH est équilatéral direct.

c. Soit H' I’image de H par S . Préciser la nature du triangle C'D'H’ et construire le point H' (on ne demande pas de calculer
I’affixe h' du point H').



Asie juin 2010
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct (A ;u , v ). L’unité graphique est 1 cm.

On note i le nombre complexe de module 1 et d’argument g .

On considere les points B, C et H d’affixes respectives :
b=5i, c=10 et h=2+4i.
Construire une figure que I’on complétera au fur et a mesure des questions.
1. Etude de la position du point H
a. Démontrer que le point H appartient a la droite (BC).

b.  Calculer —eten déduire que (HC , HA ) = - g [2 7]

-C
2. Etude d’une premiére similitude
a Calculer les rapports : BH , BA et A .

AH AC CH

b. Démontrer qu’il existe une similitude directe S qui transforme le triangle CHA en le triangle AHB.
C. Déterminer I"écriture complexe de cette similitude S ainsi que ses éléments caractéristiques.
3 Etude d’une seconde similitude

Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiatives, méme infructueuses, sera prise en compte dans
I’évaluation.

On note S, la similitude qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' telleque : 2'=(-1-21) z + 10.

Démontrer que S, est composée d’une symétrie orthogonale d’axe (A), et d’une similitude directe dont le centre Q appartient a
(A). Préciser (A).

4, Etude d’une composée

a. Calculer le rapport de la similitude composée S, °S ;.

b. En déduire le rapport entre les aires des triangles CHA et BAC



Centres étrangers juin 2010
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormal direct (O U,V ) d’unité graphique 1 cm, on considére les points A. B, C, M,

N et P d’affixes respectives :
a=1+i,b=-1+2i,c=2+3i,m=7-5i,n=5-i,p=9+i,
1.a) Placer les points A, B, C, M, N et P dans le repere.
b) Calculer les longueurs des cotés des triangles ABC et NMP.
C) En déduire que ces deux triangles sont semblables.
Dans la suite de I’exercice, on se propose de mettre en évidence deux similitudes qui transforment le triangle ABC en le triangle
NMP.
2. Une similitude directe
Soit s la similitude directe qui transforme le point A en N et le point B en P.
a) Montrer qu'une écriture complexe de la similitude s est :

b) Déterminer le rapport, la valeur de I’angle arrondie au degré, ainsi que le centre de la similitude s.
C) Vérifier que la similitude s transforme le point C en M.

3. Une similitude indirecte

Soit s” la similitude dont I’écriture complexe est : 22 =2i z +3-3i.
s'(A)=N

a) Vérifier que: § s'(B)=M.
s'(C)=P

b) Démontrer que s’ admet un unique point invariant K d’affixe k =1 — .
. . 1 . .
C) Soit h I’homothétie de centre K et de rapport r et J le point d’affixe 2. On pose : f=s" o h

Déterminer les images des points K et J par la transformation f En déduire la nature précise de la transformation f .
d) Démontrer que la similitude s’ est la composée d’une homothétie et d’une réflexion.



La Réunion septembre 2010
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (O ; U, v ) ; unité graphique : 8 centimétres.

. . . . 2 .
On considere la transformation f du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' telle que z' = % 1+i)z

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f .
2. On définit la suite de points (M ) de la fagon suivante : M est le point d’affixe z, = 1 et, pour tout nombre entier naturel n,
Mp+1=1(My). On note z, I’affixe du point M,
1 n i 3nn
a. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, z,= (EJ e 4.
3. Dans cette question, toute trace de recherche méme incompléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte

dans I’évaluation. .
Soient n et p deux entiers naturels. A quelle condition sur n et p les points M , et M, sont-ils alignés avec I’origine O du repére ?



La Réunion juin 2010

Partie 1 : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O U, v ).

Prérequis :

On rappelle que I’écriture complexe d’une similitude directe du plan est de la forme z' = o z + 3, oU a est un nombre complexe
non nul et B est un nombre complexe.

Soient A, B, C, D quatre points du plan; on suppose d’une part que les points A et C sont distincts et d’autre part que les points B
et D sont distincts.

Démontrer qu’il existe une unique similitude directe s telle que s(A) = B et s(C) = D.

Partie Il :

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (A ; AB, AD), (AB, AD) = [2 7).

T

2

On considere le point C tel que ABCD est un carré.

Soit E le milieu du segment [AD], on considére le carré EDGF tel que (ED , EF ) = g [2 n).

a. Faire une figure en plagant les points A, B, C, D, E, F, G. On compleétera la figure au cours de I’exercice.
Préciser les nombres complexes a, b, ¢, d, e, T, g, affixes respectives des points A, B, C, D, E, F et G.
Montrer qu’il existe une unique similitude directe s du plan telle que s(D) = F et s(B) = D.

On se propose de préciser les éléments caractéristiques de la similitude directe s.
Déterminer le rapport k et I’angle 6 de la similitude directe s.

Donner I’écriture complexe de cette similitude.

Déterminer, le centre Q de la similitude directe s.

CoTooaydpOoDTHE



Liban juin 2010

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, et donner une justification de la réponse choisie.
Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative méme
non fructueuse, sera prise en compte dans I’évaluation.

1. On considere, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O U,V ), le point A d’affixe 2 —iet B

I’image de A par la rotation de centre O et d’angle g .

On note | le milieu du segment [AB].
Proposition 1 : « La similitude directe de centre A qui transforme | en O a pour écriture complexe z’=(1+i)z—1-2i.»

2. On appelle S I’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation 3x -5y = 2.
Proposition 2 : « L’ensemble S est I’ensemble des couples (5 k — 1 ; 3k — 1) ou k est un entier relatif. »
3. On considére I’équation (E) : x? +y? =0 modulo 3, ol (x ; y) est un couple d’entiers relatifs.

Proposition 3 : « Il existe des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de (E) qui ne sont pas des couples de multiples de 3. »
4, Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Proposition 4 : « Pour tout entier naturel k (2 <k <n), le nombre n ! + k n’est pas un nombre premier. »

5. On considére Iéquation (E’) : x2— 52 x + 480 = 0, ol x est un entier naturel.

Proposition 5 : « Il existe deux entiers naturels non nuls dont le PGCD et le PPCM sont solutions de I’équation (E’). »



Métropole La Réunion septembre 2010
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O ;u, v ), on considére les deux rectangles OABC et DEFG ol les
points A, B, C, D, E, F, G ont pour affixes respectives :

zA:—2,ZB:—2+i,zc:i,zDzl,zE:1+3i,zF:g+3i,zG:

2
E F
B C
v
A (6] w D G
1. On considere la similitude directe s transformant Oen D et A en E.
a. Justifier que I’écriture complexe de la similitude s est :
7'=- 3 iz+1
2
b. Déterminer I’angle et le rapport de la similitude s.
c. Quelle est I'image du rectangle OABC par la similitude s ?
2. On considere la similitude indirecte s’ d’écriture complexe
. 2.- 5.
I/=—=liz+=
3 3
a. Déterminer I’image du rectangle DEFG par la similitude .
b. On consideére la similitude g =s' > s.
Déterminer I’image du rectangle OABC par la similitude g .
c. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte

dans I’évaluation.
La similitude g a-t-elle des points fixes ? Que peut-on en conclure pour g ?



Métropole juin 2010

Dans tout I’exercice, (O ;U , v ) est un repére orthonormal direct du plan complexe (unité graphique : 4 cm).
On désigne par A le point d’affixe z 5= 1.

1) On considere la transformation T du plan qui, a tout point M d’affixe z, associe le point d’affixe -7 +2.
a) Déterminer les images respectives par la transformation T du point A et du point Q d’affixe 1 + i\/§.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transformation T.
C) Déterminer I’image par la transformation T du cercle C de centre O et de rayon 1.
2) C’ désigne le cercle de centre O' d’affixe 2 et de rayon 1.

a) Construire le point A' appartenant au cercle C’ tel que : (65\ O'A') =g [modulo 2 =].

b) A tout point M du cercle C d’affixe z, on associe le point M' du cercle C’ d’affixe z' tel que (O—M O'M') =g [modulo 2

.
, . Z'-
Déterminer le module et un argument de

LT
7 - 1 =
En déduirequez = e 3z +2.
C) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r qui a tout point M du plan d’affixe z associe le

point M' d’affixe z' telleque z' = e 3742,

3) Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en
compte dans I’évaluation.

A tout point M du plan, on associe le point M ; milieu du segment [MM']. Quel est le lieu géométrique du point M, lorsque M
décrit le cercle C ?



2009
Amérique du Sud novembre 2009

On considére un carré direct ABCD (C'est a dire un carré ABCD tel que (AB, AD) = g [2x]) de centre I.

Soit J, K et L les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [DA].

I'; désigne le cercle de diamétre [Al] et T, désigne le cercle de diamétre [BK].

Partie A

1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude directe s telle que s(A) = | et s(B) = K.

2. Montrer que les cercles " ; et ', se coupent en deux points distincts : le point J et le centre Q de la similitude directe s.
3.a. Déterminer les images par s des droites (AC) et (BC). En déduire I'image du point C par s.

b. Soit E I'image par s du point I. Démontrer que E est le milieu du segment [ID].

4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'initiative, sera prise en compte dans I'évaluation.
Démontrer que les points A, Q et E sont alignés. (On pourra considérer la transformationt=s ° s).

Partie B
Désormais, on considére que le c6té du carré mesure 10 unités et on se place dans le repére orthonormé direct

A;i,Ké,iAD .
10 10

1. Donner les affixes des points A, B, C et D.
2. Démontrer que la similitude directe s a pour écriture complexe :

Z’=—z+5+5I.

|

2
3 Calculer I'affixe » du centre Q de s.

4. Calculer I'affixe z ¢ du point E et retrouver I'alignement des points A, Q et E.
5 Démontrer que les droites (AE), (CL) et (DJ) sont concourantes au point Q.



Antilles-Guyane juin 2009
Dans chacun des cas suivants, indiquer si I'affirmation proposée est vraie ou fausse et justifier la réponse.

1. Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O ;u, V).
On considere I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ telle que :

'=(1+i \/§)z+2 \/5

On note A le point d'affixe 2i .

Affirmation : f est la similitude directe, de centre A, dangle g et de rapport 2.

2. Affirmation : 19912%%°=2 (7).

3. a et b sont deux entiers relatifs quelconques, n et p sont deux entiers naturels premiers entre eux.

Affirmation : a =b (p) si et seulementsina=n b (p).

4. L'espace est muni d'un repére orthonormal (O;i, j, k).

E est I'ensemble des points M de I'espace dont les coordonnées (x ; y ; z) Vérifient I'équation : z = x 2 + y 2 On note S la section de
E par le plan d'équation y = 3.

Affirmation : S est un cercle.

5. L'espace est muni d'un repére orthonormal (O;i, j, k).

P est la surface d'équation x* +y?=3z%
Affirmation : O le seul point d'intersection de P avec le plan (yOz) a coordonnées entiéres.



Polynésie juin 2009

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est muni d’un repéere orthonormal direct.

On supposera connu le résultat suivant : Une application f du plan dans lui-méme est une similitude directe si et seulement si f

admet une écriture complexe de laformez’=az+bota e C—{0}eth e C.

Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre points tels que A est distinct de B et A’ est distinct de B’, alors il existe une unique
similitude directe transformant A en A’ et B en B'.
Partie B
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O, u, v), unité graphique 2 cm.
On note A, B, C, D et E les points d’affixes respectives :
Za=21,2g=2,2c=4+6i,zp=—1+ietzg=—3+ 3.
Placer les points sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure des questions.
Déterminer la nature du triangle ABC.
Soit f la similitude plane directe telle que f (A) =D et f (B) = A.
Donner I’écriture complexe de f.
Déterminer I’angle, le rapport et le centre Q de cette similitude.
Montrer que le triangle DAE est I'image du triangle ABC par la similitude f .
En déduire la nature du triangle DAE.
On désigne par (I" ;) le cercle de diametre [AB] et par (I" ;) le cercle de diamétre [AD].
On note M le second point d’intersection du cercle (I";) et de la droite (BC), et N le second point d’intersection du cercle (") et
de la droite (AE).
a. Déterminer I’image de M par la similitude f.
b. En déduire la nature du triangle QMN.
C. Montrer que MB x NE = MC x NA.

oo T o wWNhE



Pondichéry avril 2009
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O U,V ). On prendra pour unité graphique 2 cm. Soit A et B les
points d’affixes respectives za=ietzg=1+21.

1. Justifier qu’il existe une unique similitude directe S telle que :
S(0) =AetS(A)=B.
2. Montrer que I’écriture complexe de Sest:z'=(1—i)z +1i.

Préciser les éléments caractéristiques de S (on notera Q le centre de S).
On considere la suite de points (A, ) telle que :
e AjestI’origine du repere et,
e pour tout entier naturel n, A1 =S (Ap).
On note z,, I'affixe de A,. (OnadoncAy=0,A;=AcetA,=B).
3.a. Démontrer que, pour tout entier natureln, z,=1—-(1—-1i)".

b. Déterminer, en fonction de n, les affixes des vecteurs QA et A A, ., . Comparer les normes de ces vecteurs et calculer

une mesure de I’angle (QA, A, A, .,).

C. En déduire une construction du point A, . ; connaissant le point A .
Construire les points Az et A 4.

4. Quels sont les points de la suite (A, ) appartenant a la droite (QB) ?




2008

Antilles-Guyane septembre 2008
PARTIE A :
On considere le systéme de congruences :

n=2(modulo3) . . . .
(S) , 0U n désigne un entier relatif.
n = 1 (modulo 5)
1. Montrer que 11 est solution de (S).
2. Montrer que si n est solution de (S) alors n — 11 est divisible par 3.
3. Montrer que les solutions de (S) sont tous les entiers de la forme 11 + 15 k, ou k désigne un entier relatif.

PARTIE B :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ;G R ).
On considére I'application f du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point d'affixe z' et g celle qui a tout point M d'affixe z

associe le point d'affixe z" définies par :
7= [1+|§J zetz'=e 52,

2
1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques des applications fet g .
2. On considere les points A et B o d'affixes respectives :

.2m .
ag=2e¢e 3 etetho=4 e s
Soient (A,) et (B,,) les suites de points définies par les relations de récurrences : A +1=f (A, etBh+1=9 (B,).
On note a, et b, les affixes respectives de A, et B,
Quelle est la nature de chacun des triangles OA, A1 ?
En déduire la nature du polygone Ao A; A, Az AL As.
a. Montrer que les points B , sont situés sur un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Indiquer une mesure de I'angle (OB, , 0B, , ).

En déduire la nature du polygone BB, B, B¢ Bs.

a. Exprimer a, et b, en fonction de n.
Montrer que les entiers n pour lesquels les points A, et B, sont simultanément sur I'axe des réels sont les solutions du
systéme (S) de la PARTIE A.

oo T wooo



Centres étrangers juin 2008

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O ;G , \7) I’unité graphique est 2 cm.
On considere les points A, B, C, D et E d’affixes respectives :

1.
2.

a:2,b:2+3i,c:3i,d:—g+3iete:—g.

Placer ces cing points sur un graphique qui sera complété au fil de I’exercice.
On admet que deux rectangles sont semblables si et seulement si le rapport de la longueur sur la largeur est le méme pour

les deux rectangles.
Démontrer que OABC et ABDE sont deux rectangles et qu’ils sont semblables.

3. Etude d’une similitude directe transformant OABC en ABDE
a. Déterminer I’écriture complexe de la similitude directe s qui transforme O en A et A en B.
b. Démontrer que la similitude s transforme OABC en ABDE.
c. Quel est I’angle de la similitude s ?
d. SoitQ le centre de cette similitude. En utilisant la composée s © s, démontrer que le point Q2 appartient aux droites (OB) et
(AD). En déduire la position du point Q.
4. Etude d’une similitude indirecte transformant OABC en BAED
a. Montrer que I’écriture complexe de la similitude indirecte s’ qui transforme O en B et qui laisse A invariant est :
Z'=- gi z +2+3iou z désigne le conjugué du nombre complexe z.
b. Montrer que s’ transforme OABC en BAED.
c. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompleéte, ou d’initiative non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation.

Démontrer que s’ est la composée de la réflexion d’axe (OA) suivie d’une similitude directe dont on précisera les éléments
caractéristiques.



La Réunion juin 2008

1.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ;G R ).

Soient A, B et C les points d’affixes respectives :

Ia=2+i,z2g=5+2ietz¢c=.

s, désigne la symétrie d’axe (AB).

a.

oo o

2.a.

) . . . . 4 i 1 .
Démontrer que s, transforme tout point M d’affixe z en un point M’ d’affixe z’ telle que 2’ :(E +§ |j 7 - = + §|

En déduire I’affixe de C’, symétrique de C par rapport a (AB).

Démontrer que I’ensemble des points M tels que z’ est imaginaire pur est la droite (D) d’équation 4 x + 3y = 1.
Vérifier que le point C’ appartient a (D).

Démontrer que les droites (D) et (AB) sont sécantes en un point Q dont on précisera I’affixe w.

b. On désigne par s, la symétrie d’axe (D) et par f la transformation définie par f = s, ° s4. Justifier que f est une similitude directe
et préciser son rapport.

o waoe

Déterminer les images des points C et Q par la transformation f .

Justifier que f est une rotation dont on donnera le centre.

Dans cette question le candidat est invité a porter sur sa copie les étapes de sa démarche méme si elle n’aboutit pas.
Déterminer les couples d’entiers relatifs (x ; y) solutions de I’équation : 4 x + 3y = 1.

Déterminer les points de (D) a coordonnées entieres dont la distance au point O est inférieure a 9.



Liban juin 2008
Pour chacune des six propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse choisie.
Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O ;u,v) on considére la similitude directe f d’écriture
complexe :

z—>§(1—i)z+4—2i

Jz

Proposition 1 : «f=r o h ou h est ’lhomothétie de rapport 37 et de centre le point Q d’affixe — 2 — 2 i et ou r est la rotation de

centre Q et d’angle — % ».

2. Pour tout entier naturel n non nul :

Proposition 2 : « 5°" "1+ 23" *Lest divisible par 5 ».

Proposition 3 : « 5°" "1+ 23" * L est divisible par 7 ».

3. Dans le plan muni d’un repere, (D) est la droite d’équation :
11x-5y=14

Proposition 4 : « les points de (D) a coordonnées entieres sont les points de coordonnées (5k + 14 ; 11k + 28) ou k € Z.

4. L’espace est rapporté a un repére orthonormal. (O ; 1, j, k).
La surface = ci-dessous a pour équation z = x? + y 2.

Proposition 5 : « la section de la surface X et du plan d’équation x = A, ou A est un réel, est une hyperbole »

0|2

Proposition 6 : « le plan d’équation z = — partage le solide délimité par X et le plan d’équation z = 9 en deux solides de

méme volume ».
Rappel :
Soit V le volume du solide délimité par X et les plans d’équationsz=aetz=bou0<a<b<9.

b
V est donné par la formule V = I S(k)d k ou S(k) est I’aire de la section du solide par le plan d’équation z=k ot k [ a, b].
a



Métropole & La Réunion septembre 2008
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O U, v ).
On réalisera une figure en prenant 4 cm comme unité graphique sur chaque axe.

On considere le point A d’affixe za= 1.
Partie A

k est un réel strictement positif ; f est la similitude directe de centre O de rapport k et d’angle g .

On note A o= A et pour tout entier naturel n, A, . 1=f (Ay).
1.a. Etant donné un point M d’affixe z, déterminer en fonction de z I’affixe z' du point M’ image de M par f.

b. Construire les points Ao, A1, A, et A dans le cas particulier ou k est égal a 3

2.a. Démontrer par récurrence que pour tout entier n, I’affixe z,, du point A, est égale ak" e s

b. En déduire les valeurs de n pour lesquelles le point A, appartient & la demi droite (O ;u ) et, dans ce cas, déterminer en fonction
de k et de n I’abscisse de A .

Partie B

Dans cette partie toute trace de recherche, méme incompléte, sera prise en compte dans I’évaluation.

Désormais, k désigne un entier naturel non nul.

1. Donner la décomposition en facteurs premiers de 2008.

2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus petite valeur de I’entier naturel k pour laquelle k® est un multiple de
2008.

3. Pour quelles valeurs des entiers n et k le point A, appartient-il & la demi droite (O ; u ) avec pour abscisse un nombre entier

multiple de 2008 ?



Métropole juin 2008
Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; u, v ).

. . . . . 7.
Soient A et B les points d'affixes respectiveszp=1—-ietzg=7+ 3 i

1. On considere la droite(d) d'équation 4 x + 3y =1.
Démontrer que I'ensemble des points de (d) dont les coordonnées sont entieres est I'ensemble des points M (3k+1,-4k-1)
lorsque k décrit I'ensemble des entiers relatifs.

2. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude directe de centre A qui transforme Ben M_; (-2 ; 3)

3. Soit s la transformation du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' = 3 iz+ 3 §| .
Déterminer I'image de A par s, puis donner la nature et les éléments caractéristiques de s .

4. On note B I'image de B par s et pour tout entier naturel n non nul, B, .1 I'image de B, par s.

a. Déterminer la longueur AB .1 en fonction de AB,, .

b. A partir de quel entier n le point B , appartient-il au disque de centre A et de rayon 102 ?

c. Déterminer I'ensemble des entiers n pour lesquels A, B ; et B, sont alignés.



Nouvelle-Calédonie novembre 2008
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal direct (O -0l 63).

On considére les points A et B d'affixes respectives za=2 et zg = g +i. On considére les points M, N et P tels que les triangles

AMB, BNO et OPA soient des triangles rectangles isoceles de sens direct comme le montre la figure ci-dessous.

VA
7

A

N

—

On note s la similitude directe de centre A qui transforme M en B.

On note s, la similitude directe de centre O qui transforme B en N. On considére la transformation r=s, ¢ s;.

Le but de I'exercice est de démontrer de deux fagons différentes que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires.
1. A I'aide des transformations

a. Donner I'angle et le rapport de s; et de s .

b. Déterminer I'image du point M puis celle du point | par la transformation r .

c. Justifier que r est une rotation d'angle g dont on précisera le centre.

d. Quelle est I'image du point O par r ?

e. En déduire que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires.

2. En utilisant les nombres complexes

a. Donner les écritures complexes de s et s,. On utilisera les résultats de la question 1. a.

b. En déduire les affixes z y et z y des points M et N.

c. Donner, sans justification, I'affixe zp du point P puis démontrer que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires.



Polynésie juin 2008
Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une justification de la réponse choisie.

1. Proposition 1 : « Pour tout entier naturel n non nul, n et 2 n + 1 sont premiers entre eux. »
2. Soit x un entier relatif.

Proposition 2 : « x2+ x + 3 =0 (modulo 5) si et seulement si x = 1 (modulo 5) . »

3. Soit N un entier naturel dont I’écriture en base 10 estaba? .

Proposition 3 : « Si N est divisible par 7 alors a + b est divisible par 7. »

4. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O LV ).

Proposition 4 : « La similitude directe de rapport 2, d’angle g et de centre le point d’affixe 1 — i a pour écriture complexe :

7=(J3 +i)z+ 3 -i3.»
5. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ;u, V). On considére un point A. On désigne par a son

affixe. On note s la réflexion d’axe (O ;u ) et s o la Symétrie centrale de centre A.
Proposition 5 : « L’ensemble des nombres complexes a tels que s 0 So= S0 S est I’ensemble des nombres réels. »



Pondichéry avril 2008

Partie A

On suppose connu le résultat suivant :

Une application f du plan muni d’un repére orthonormal direct dans lui-méme est une similitude directe si et seulement si f admet

une écriture complexe de laforme z’=az+h,oua € C*eth e C.

Démonstration de cours : on se place dans le plan complexe. Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre points tels que A est
distinct de B et A’ est distinct de B’, alors il existe une unique similitude directe transformant Aen A’ et B en B'.
Partie B

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O U,V ) on considere les points A, B, C, D d’affixes respectives

zA:—\/E—i,szl—i \/E,zc:\/?+ietz.3:—1+i\/§.

1.a. Donner le module et un argument de chacun des quatre nombres complexes z a, Zg, Zc €t Zp.
b. Construire a la régle et au compas les points A, B, C et D (on prendra pour unité graphique 2 cm).

z
c. Déterminer le milieu du segment [AC], celui du segment [BD]. Calculer le quotient —-. En déduire la nature du
A

quadrilatéere ABCD.

2. On considere la similitude directe g dont I’écriture complexe est :
Z=¢ tz+2.
a. Déterminer les éléments caractéristiques de g .
b. Construire a la regle et au compas les images respectives E, F et J par g des points A, C et O.

C. Que constate-t-on concernant ces points E, F et J ? Le démontrer.



2007
Amérique du Nord juin 2007

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O ;u, v) unité graphique : 1 cm).
On fera une figure que I'on complétera tout au long de cet exercice.
Soient A, B et C les points d'affixes respectives :
a=3+5i,b=—4+2ietc=1+4i.
Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ définie par 2/ = (2 — 2 i)
z+ 1.
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f .
2.a. Déterminer l'affixe du point B’ image du point B par f.
b. Montrer que les droites (CB') et (CA) sont orthogonales.
3. Soit M le point d'affixe z = x + iy, ou on suppose que x et y sont des entiers relatifs.
Soit M’ I'image de M par f.

Montrer que les vecteurs CM' et CA sont orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2,

4, On considere I'équation (E) : x + 3y = 2, ol x et y sont des entiers relatifs.

a. Vérifier que le couple (— 4 ; 2) est une solution de (E).

b. Résoudre I'équation (E).

c. En déduire I'ensemble des points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a l'intervalle [- 5 ; 5] et tels que les

vecteurs CM' et CA soient orthogonaux.
Placer ces points sur la figure.



Amérique du Sud novembre 2007

Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct (O U, V).
On fera une figure que I’on complétera avec les différents éléments intervenant dans I’exercice.
1. On considere les points A d’affixe 1 et B d’affixe i.
On appelle S la réflexion (symétrie axiale) d’axe (AB).
Montrer que I’image M’ par S d’un point M d’affixe z a pour affixe :
’=—-iz +1+i.

2. On note H I’homothétie de centre A et de rapport — 2. Donner I’écriture complexe de H.
3. On note f la composée Ho S.
a. Montrer que f est une similitude.
b. Déterminer I’écriture complexe de f .
4, On appelle M" I’image d’un point M par f.
a. Démontrer que I’ensemble des points M du plan tels que :

AM" =-2AM
est la droite (AB).
b. Démontrer que I’ensemble des points M du plan tels que

AM" =2AM

est la perpendiculaire en A a la droite (AB).



Antilles-Guyane septembre 2007
ABC est un triangle équilatéral tel que (AB, AC ) = g +2kmkeZ

Soit t un nombre réel fixe et soient les points M, N et P, deux a deux distincts, définis par AM=tAB, BN=tBC et CP =t CA.

Le but de I'exercice est de démontrer I'existence d'une unique similitude directe ¢ qui transforme les points A, B et C en
respectivement M, N et P, et d'en préciser les éléments caractéristiques.

On munit le plan d'un repére orthonormal (O u, \7) direct.
Onnote a, b, ¢, m, n et p, les affixes respectives des points A, B, C, M, N et P.

1. On rappelle que toute similitude conserve le barycentre.

a. Exprimer m, n et p en fonction de a, b, cett.

b. En déduire que les deux triangles ABC et MNP ont méme centre de gravité.
On notera G ce centre de gravité.

C. On suppose que o existe. Déterminer I'image de G par o.

2. On considere la rotation r de centre G et d'angle %T .

a. Veérifier que M est le barycentre du systéme de points {A(1 —t) ; B(t)}, et en déduire que r (M) = N.
On admet de méme que r (N) =P et r (P) =M.

b. Soit 4, la similitude directe de centre G de rapport E_X et d'angle (G_A: ,GM ).

Montrer qu’elle transforme les points A, B et C en respectivement M, N et P.
c. Conclure sur I'existence et I'unicité de o.



Antilles-Guyane juin 2007

(6] u, \7) est un repéere orthonormal direct du plan complexe (unité graphique 1 cm).
On consideére le point A d'affixeza =1 +1.

On note S la symétrie orthogonale par rapport a I'axe (O ; u ) et h I'homothétie de centre O et de rapport 3.
Onposes=h-°S;.

Partie A

1. Placer le point A et compléter la figure au fur et a mesure.

. Quelle est la nature de la transformation s ? Justifier.

. Déterminer I'écriture complexe de la transformation s.

.a. Déterminer I'affixe z g du point B image de A par s.

. Montrer que zg = — 3 i z o. Déterminer une mesure de I'angle (GA ,OB ).

. Soient M le milieu de [AB] et P I'image de M par s. Montrer que la droite (OP) est perpendiculaire a la droite (AB).
artie B
. On pose C = s(B).Montrer que P est le milieu de [BC].
.a. Déterminer I'écriture complexe de s ° s et en déduire sa nature.
. Montrer que I'image de la droite (OP) par s est la droite (OM).

2
3
4
b
5
1
2
b
c. Que représente le point M pour le triangle OBP ? Justifier.



Asie juin 2007
Le but de cet exercice est d'étudier une méme configuration géométrique a I'aide de deux méthodes différentes.
I A I'aide des nombres complexes, sur un cas particulier

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O ;u, v). L'unité graphique est 1 cm.

1 On considere les points A et B d'affixes respectives 10 et 5 i.

a. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe s qui transforme O en A et Ben O.

b. Déterminer les éléments caractéristiques de s. On note Q son centre.

c Déterminer le point s » s(B) ; en déduire la position du point Q par rapport aux sommets du triangle ABO.

2 On note D la droite d'équation x — 2y =0, puis A’ et B’ les points d'affixes respectives 8 + 4 iet 2 + 1.

a Démontrer que les points A’ et B’ sont les projetés orthogonaux respectifs des points A et de B sur la droite D.
b. Veérifier que s(B") =A.

c. En déduire que le point Q appartient au cercle de diametre [A'B].

11 A I'aide des propriétés géométriques des similitudes

OAB est un triangle rectangle en O tel que (OA , OB) = E'

1. On note encore s est la similitude directe telle que :
s(O)=Aets(B)=0
Soit Q son centre.

a. Justifier le fait que I'angle de s est égal a g
b. Démontrer que - appartient au cercle de diamétre [OA]. (On admet de méme que Q appartient aussi au cercle de diamétre
[OB].)

En déduire que Q est le pied de la hauteur issue de O dans le triangle OAB.
2. On désigne par D une droite passant par O, distincte des droites (OA) et (OB).
On note A’ et B’ les projetés orthogonaux respectifs des points A et B sur la droite D.
a. Déterminer les images des droites (BB’) et D par la similitude s.
b. Déterminer le point s(B’).
c. En déduire que le point Q appartient au cercle de diamétre [A'B']



Centres étrangers juin 2007
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O U,V ). L'unité graphique est 2 cm.

Le but de cet exercice est d'étudier la similitude plane indirecte f d'écriture complexe : z' = i \/3 z +2i ﬁ— 2, et d'en donner

deux décompositions.

I. Restitution organisée de connaissances

On rappelle que I'écriture complexe d'une similitude plane directe autre qu’une translation est de la forme 2’ =az +b, ot aet b
sont des nombres complexes avec a = 1.

Déterminer en fonction de a et de b I'affixe du centre d'une telle similitude plane directe.

I1. Premiére décomposition de f

Soit g la similitude plane directe d'écriture complexe :

'=101422+2i \/3—2.

1. Préciser les éléments caractéristiques de g (centre, rapport, angle).

2. Déterminer une réflexion s telle quef=g ° s,

111. Deuxieme décomposition de f

1. Montrer que f admet un unique point invariant noté Q. Déterminer l'affixe o de Q.

2. Soit D la droite d'équation : y =x + 2.

Montrer que pour tout point N appartenant a D, le point f (N) appartient aussi a D.

3. Soit o la réflexion d'axe D et k la transformation définie par : k=f-c.

a. Donner I'écriture complexe de o.

(Indication : on pourra poser z' = a i + b et utiliser deux points invariants par ¢ pour déterminer les nombres complexes a et b.)

b.  En déduire que I'écriture complexe de kest : 2/ = /22 +2 \[2 -2,

C. Donner la nature de la transformation k et préciser ses éléments caractéristiques.
4. Déduire de ce qui précede une écriture de la similitude indirecte f comme composée d'une réflexion et d'une homothétie,



La Réunion juin 2007
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O ;ﬁ , v ).
A, B, C, désignent les points d'affixes respectives :
a=-2,/3,b=,/3 -3ietc=2i.

1.a. Ecrire b sous forme exponentielle.

b. Les points A et C sont représentés sur la figure jointe en annexe 2.
Construire a la régle et au compas le point B sur ce dessin (laisser les traces de construction apparentes).
c.  Déterminer une mesure en radians de I'angle (u, AB ) et de I'angle (u,AC).
2. Les points E et F ont pour affixes respectives :
J3 . 3. .
e=—*— + —jetf=- /3 —i.
2 Tl B
a. Démontrer que les points A, E et C, d'une part, et les points A, F et B, d'autre part, sont alignés,
) . e-c ST s s .

b. Démontrer que le quotient PRy peut s'écrire k i ou k est un nombre réel & déterminer.

Interpréter géométriquement ce résultat.

peut s'écrire k' i ou k' est un nombre réel non nul que I'on ne demande pas de déterminer.

On admet que, de fagon analogue, :

C. Placer les points E et F sur la figure.
-~ - I . 1-
3. On désigne par S la similitude indirecte dont I'écriture complexe est z — 3 z - \/3 .

Déterminer les images par S des trois points A, B et C.
4. Soit H le point d'intersection des droites (BE) et (CF). Placer le point S(H) sur la figure.



Liban juin 2007
Pour chacune des 5 propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse choisie.
Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O U, v ).
On considere la transformation du plan qui a tout point d’affixe z associe le point d’affixe z' définiepar:zZ’=2iz+ 1.

- . - . 1.2
Proposition 1 : «Cette transformation est la similitude directe de centre A d’affixe = +1 T d’angle g et de rapport 2 ».

2. Dans I’espace muni du repére orthonormal (O ; i, ] k ), on note S la surface d’équation z = x*+ 2 x +y? + 1.

Proposition 2 : « La section de S avec le plan d’équation z =5 est un cercle de centre A de coordonnées (— 1 ; 0 ; 5) et de rayon 5
».

3. Proposition 3 : « 57°—1 est un multiple de 7 ».

4, Proposition 4 : « Si un entier naturel n est congru a 1 modulo 7 alors le PGCD de3n+4etde4 n+ 3 est égal a 7 ».

5. Soient a et b deux entiers naturels.

Proposition 5 : « S’il existe deux entiers relatifs u et vtels que au + b v =2 alors le PGCD de a et b est égal a 2 ».



Métropole juin 2007
La figure est proposée en annexe 1. Elle sera complétée tout au long de I'exercice.

Dans le plan complexe, rapporté au repere orthonormal direct (O ;u, v ), on considére les points A, B et C, d'affixes respectives :
-5+6i,-7—-2iet3-2i.

On admet que le point F, d'affixe — 2 + i est le centre du cercle I circonscrit au triangle ABC.

1. Soit H le point d'affixe — 5.

Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe de centre A qui transforme le point C en le point H.

2.a. Etant donné des nombres complexes z et z/, on note M le point d'affixe z et M’ le point d'affixe z’. Soient a et b des nombres

complexes.

Soit s la transformation d'écriture complexe z’=a z + b qui, au point M, associe le point M.

Déterminer a et b pour que les points A et C soient invariants par s. Quelle est alors la nature de s ?

b. En déduire I'affixe du point E, symétrique du point H par rapport a la droite (AC).

C. Vérifier que le point E est un point du cercle T'.

3. Soit | le milieu du segment [AC].

Déterminer Il'affixe du point G, image du point | par I'nhomothétie de centre B et de rapport 3

Démontrer que les points H, G et F sont alignés.



Polynésie septembre 2007

Pour cet exercice, les figures correspondant aux parties A et B sont fournies sur la feuille jointe en annexe. Cette feuille ne sera
pas remise avec la copie.

Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormal direct (O ; u,v ).

On considere un triangle OAB et une similitude directe o de centre O, de rapport A et d’angle 6. Soit :

* les points A’ et B, images respectives des points A et B par la similitude o;

* les points I, milieu du segment [A’ B] et J, milieu du segment [A B'] ;

* le point M milieu du segment [AAT;

* le point H, projeté orthogonal du point O sur la droite (AR) et le point H’ image du point H par la similitude c.

Partie A. Etude d’un exemple

Dans cette partie, le point A a pour affixe — 6 + 4 i, le point B a pour affixe 2 + 4 i, et le point H, projeté orthogonal du point O sur
la droite (AB), a donc pour affixe 4 i.

La similitude o est la similitude directe de centre O, de rapport r et d’angle g .

1. Déterminer les affixes des points A’, B’ et H'.

2. Montrer que la droite (1J) est perpendiculaire a la droite (HH').

Partie B. Etude du cas général

1.a. Montrer que H' est le projeté orthogonal du point O sur la droite (A’ B').

1 — 01—
b. Montrer que Ml ZE AB. On admet que MJ ZE AB'.

. M H'
C. En déduire que MJ_oH
Ml OH
etque (MI,MJ)=(OH,OH’) +kx 2,k e Z.
2. On appelle s la similitude directe qui transforme M en O et | en H. On note K I’image du point J par la similitude s.

a. Montrer que OK = OH',

puis que (MI, MJ)=(OH,O0K) +kx 21,k € Z.
b. En déduire que le point H' est I'image du point J par la similitude s.
3. Montrerque (1J,HH") = (MI,OH) +kx 2, k € Z.

Montrer que la droite (1J) est perpendiculaire a la droite (HH').
ANNEXE

Cette page ne sera pas remise avec la copie
Partie A




Partie B




Pondichéry avril 2007
1. Dans cette question, il est demandé au candidat d'exposer des connaissances
On suppose connus les résultats suivants :
— La composée de deux similitudes planes est une similitude plane ;
— latransformation réciproque d'une similitude plane est une similitude plane ;
— une similitude plane qui laisse invariants trois points non alignés du plan est I'identité du plan.
Soient A, B et C trois points non alignés du plan et s et s’ deux similitudes du plan telles que s(A) = s'(A), s(B) = s'(B) et
s(C) =¢s'(C).
Montrer ques =5s'.

2. Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O ;u,v).

La figure sera complétée au fur et a mesure. On donne les points A d'affixe 2, E d'affixe 1 + i, F d'affixe 2 + i et G d'affixe 3 + .
a. Calculer les longueurs des cotés des triangles OAG et OEF. En déduire que ces triangles sont semblables.

b. Montrer que OEF est I'image de OAG par une similitude indirecte S, en déterminant I'écriture complexe de S.

c. Soit h I'nhomothétie de centre O et de rapport %
On pose A’ = h(A) et G' = h(G), et on appelle | le milieu de [EA"].
On note o la symétrie orthogonale d'axe (OI). Montrer que S=o ° h.



2006
Antilles-Guyane juin 2006
Dans le plan orienté, on considere un carré direct ABCD de centre O. Soit P un point du segment [BC] distinct de B. On note Q
I'intersection de (AP) avec (CD). La perpendiculaire 8 a (AP) passant par A coupe (BC) en R et (CD) en S.
Faire une figure.

Soit r la rotation de centre A et d'angle g

Précisez, en justifiant votre réponse, I'image de la droite (BC) par la rotation r .
Déterminez les images de R et de P par r .
Quelle est la nature de chacun des triangles ARQ et APS.

On note N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit s la similitude de centre A, d'angle % et de rapport

Déterminez les images respectives de R et de P par s.
Quel est le lieu géométrique du point N quand P décrit le segment [BC] privé de B ?
Démontrez que les points M, B, N et D sont alignés.

oo w oo N P
(=Y
%l‘



Amérique du Nord juin 2006
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, u, \7) (unité graphique : 4 cm).
Soit Q le point d'affixe 2.

J2
z

On appelle r la rotation de centre Q et d'angle % et h I'homothétie de centre Q et de rapport

1. Onposec=her.
a. Quelle est la nature de la transformation o ? Préciser ses éléments caractéristiques.
- 1+i .
b. Montrer que I'écriture complexe de c est: z — > z+1-i.
c Soit M un point quelconque du plan d'affixe z. On désigne par M’ son image par o et on note z’ I'affixe de M'.

Montrer quez —z'=i (2-12°).

2. a. Question de cours

* Prérequis : définitions géométriques du module d'un nombre complexe et d'un argument d'un nombre complexe non nul.
Propriétés algébriques des modules et des arguments.

Démontrer que : si A est un point donné d'affixe a, alors I'image du point P d'affixe p par la rotation de centre A et d'angle g est

le point Q d'affixe q tellequeq—a =i (p — a).

b. Déduire des questions précédentes la nature du triangle QMM’, pour M distinct de Q.

3. Soit A le point d'affixe 2 + 1.

On considere la suite (A ) de points du plan définis par : pour tout entier naturel n, A, .1 =o(An) .

\/E}” i(n+2)7t
e 4 +2

a. Montrer que, pour tout entier naturel n, I'affixe a, de A, est donnée par : a, = {7

b. Déterminer l'affixe de As.
4. Déterminer le plus petit entier ng tel que I'on ait : pour n > ng, le point A , est dans le disque de centre Q et de rayon 0,01.



Antilles—-Guyane septembre 2006

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u,v ).

On désigne par A et C les points d’affixes respectives 1 et 2 i.
Sur le dessin joint en annexe (a rendre avec la copie), le quadrilatére OABC est un rectangle et | désigne le milieu de [AB].

=]

O o A

1.a. Justifier le fait qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme Oenl et Aen C.

b. Déterminer I’écriture complexe de s. En déduire les éléments caractéristiques de s et, en particulier, établir que I’affixe du
i
centre Q de s vaut +3i
c. Vérifier par un calcul que Q est situé sur le cercle I' de centre A passant par O.
2. Soit f I’application du plan complexe d’écriture complexe :
-3-4i -  8+4i
71— Z + .

5 5
a. Déterminer les images par f des points A et C. En déduire la nature précise de f, puis démontrer que | est I’image de Q par
la symétrie orthogonale d’axe (AC).
b. Construire le cercle T sur le dessin et placer également le point Q en utilisant les informations géométriques précédentes.
3 A tout point M d’image M’ par s, on associe le point M"” défini par I’égalité vectorielle M'M" = QM.
a. Quel est le point Q" associé a Q ?
b Construire avec soin le point A” en laissant les traits de construction.

4+2i

134

On suppose maintenant que M a pour affixe z. Démontrer que M” a pour affixe 2" =iz +

En déduire que M” est I’image de M par une similitude dont on donnera les éléments caractéristiques.
d. Déterminer et représenter sur le dessin I’ensemble I'”” des points M" lorsque M décrit le cercle T'.



La Réunion juin 2006
On completera la figure donnée en annexe 2 au fur et a mesure des questions, et on la rendra avec la copie.

ABCD est un carré tel que (AE , ATj) = g Soit | le centre du carré ABCD. Soit J le milieu du segment [CD].

On désigne par s la similitude directe qui transforme Aen | et Ben J.
Le but de I'exercice est d'étudier certaines propriétés de la similitude s. Dans la partie A on utilisera des raisonnements
géomeétriques ; dans la partie B on utilisera les nombres complexes.

Partie A

1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude s.

2. On désigne par Q le centre de cette similitude. I'; est le cercle de diamétre [Al], I"; est le cercle de diamétre [BJ].
Démontrer que Q est 1'un des points d'intersection de I'y et I',. Placer Q sur la figure.

3. Donner I'image par s de la droite (BC). En déduire le point image par s du point C, puis le point K image par s du point 1.
4. On pose h = s o s (composée de s avec elle méme).

a. Donner la nature de la transformation h (préciser ses éléments caractéristiques).

b. Trouver I'image du point A par h. En déduire que les points A, Q et K sont alignés.

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repére (A ; u, \7) orthonormal direct, choisi de maniére a ce que les points A, B, C et D aient
comme affixes respectives 0,2,2+2iet2i.

1. Démontrer que I'écriture complexe de la similitude s est :
1. .
I’=—iz+1+.1.
2

2. Calculer I'affixe du point Q.
3. Calculer I'affixe du point E tel que s(E) = A. Placer le point E sur la figure.



Nouvelle-Calédonie novembre 2006

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O ;u, V). (unité 1 cm).
On construira une figure que I'on complétera au fur et mesure.

1. Soit A le point d'affixe 3, et r la rotation de centre O et d'angle g On note B, C, D, E et F les images respectives des
. . . 343,
points A, B, C, D et E par la rotation r . Montrer que B a pour affixe §+ \2/_ i.

2. Associer & chacun des points C, D, E et F I'une des affixes de I'ensemble suivant :

3,333 33, 3 33,
2 2 2 2 2 2 '

3.a. Déterminer r (F).
b. Quelle est la nature du polygone ABCDEF ?
4

Soit s la similitude directe de centre A, de rapport 3 et d'angle g Soit s’ la similitude directe de centre E transformant F

a Déterminer I'angle et le rapport de s'. En déduire I'angle et le rapport de s’  s.
b Quelle est I'image du point D par s’ > s ?

c. Déterminer I'écriture complexe de s'.

5. Soit A’ le symétrique de A par rapport a C.

a Sans utiliser les nombres complexes, déterminer s(A") puis I'image de A’ par s’ © s.

b Calculer I'affixe du point A". Retrouver alors le résultat du a. en utilisant I'écriture complexe de s’ s.



Pondichéry avril 2006
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal direct (O, u ,\7). On prendra 5 cm pour unité graphique.

Soit f la transformation qui, & tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ définie par : z' = (E + > |j z+1.

Justifier que f est une similitude directe dont on précisera le centre Q (d'affixe w), le rapport k et I'angle 6.

On note A le point O et, pour tout entier naturel n, on pose A, +1 =f (Ay).

Déterminer les affixes des points A1, A, As puis placer les points Ag, A1, A, et As.

Pour tout entier naturel n, on pose u, = QA . Justifier que la suite (u, ) est une suite géométrique puis établir que, pour

tout entier naturel n, u, = \/EGJ .

coaonE

2

c. A partir de quel rang n tous les points A, appartiennent-ils au disque de centre Q et de rayon 0,1 ?
3.a. Quelle est la nature du triangle Ag A1 ?
En déduire, pour tout entier naturel n, la nature du triangle QA , A+ 1.
b. Pour tout entier naturel n, on note ¢ , la longueur de la ligne brisée AgA1 A, ... A1 Aq.
Onaainsi: L,=AgA 1+ A A+ .. +A 1A,
Exprimer £, en fonction de n.
Quelle est la limite de la suite (£,) ?



2005
France septembre 2005
Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la
question et la lettre correspondant a la réponse choisie.
Chaque réponse exacte rapporte 1 point. Chaque réponse fausse enleve 0,5 point. Une absence de réponse est comptée 0 point. Si
le total est négatif, la note est ramenée a zéro. Aucune justification n’est demandée.
1. On considere dans I’ensemble des entiers relatifs I’équation :

x2—x+4=0 (modulo 6).
: toutes les solutions sont des entiers pairs.
: il n’y a aucune solution.
. les solutions vérifient x = 2 (modulo 6).
. les solutions vérifient x = 2 (modulo 6) ou x =5 (modulo 6).
On se propose de résoudre I’équation (E) : 24x +34y = 2, ou x et y sont des entiers relatifs.

: Les solutions de (E) sont toutes de la forme : (x ;y) = (34k—7;5—-24Kk),k € Z.

: L’équation (E) n’a aucune solution.
: Les solutions de (E) sont toutes de la forme :

(x;y)=(17k-7;5-12k), k € Z.
. Les solutions de (E) sont toutes de la forme :

Ow > MOO®>P

o

x;y)=(7k;5k),k € Z.

3. On considere les deux nombresn =1 789 et p=1 7892 005. On a alors : A: n=4 (modulo 17) et p= 0 (modulo 17).

B : p est un nombre premier.

C : p=4 (modulo 17).

D : p=1 (modulo 17).

4. On considere, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal, les points A et B d’affixes respectives a et b. Le
triangle MAB est rectangle isocéle direct d’hypoténuse [AB] si et seulement si le point M d’affixe z est tel que :

b-ia iz
A:z= I_ B:z-a=¢e *(b—a).
1-1i
. Y
C:a—-z=i(b-2). D:b—z:E(a—z).
5. On considere dans le plan orienté deux points distincts A et B; on note I le milieu du segment [AB]. Soit f la similitude

directe de centre A, de rapport 2 et d’angle Z?TE ; soit g la similitude directe de centre A, de rapport % et d’angle g ; soit h la

symétrie centrale de centre |.

A :hogoftransforme A en B et c’est une rotation.

B : hogefestlaréflexion ayant pour axe la médiatrice du segment [AB].
C :heogofn’est pas une similitude.

D :hegofestlatranslation de vecteur AB.



Nouvelle-Calédonie novembre 2005

Le plan est rapporté au repére orthonormal (O, u , v ).

Unité graphique : 4 cm

Partie |

1. Placer les points I, J, H, A, B, C, D d’affixes respectives :

z.:l,zJ:i,zH:1+i,zA:2,zB:g+i,zc:2ietzD:—1

2. Soit E le symétrique de B par rapport a H. La perpendiculaire a la droite (AE) passant par C et la paralléle a la droite (OC)
passant par D se coupent en F.

Placer E et F et vérifier que le point F a pour affixe zg= -1+ %i.

3. Montrer que les triangles OAB et OCF sont isométriques.
Partie 11
On considere la transformation f du plan, d’écriture complexe :
’=-iz +2i.
1. Déterminer les images des points O, A, B par f.
2.a. Montrer que f est une similitude. Est-ce une isométrie ?
b. Déterminer I’ensemble des points invariants par f .
C. La transformation f est-elle une symétrie axiale ?
3. Soit t la translation de vecteur 1J. Donner I’écriture complexe de t et celle de sa réciproque t .
4.  Onposes=fot
a. Montrer que I’écriture complexede sest:z'=—i z + 1 +i.
b. Montrer que | et J sont invariants par s. En déduire la nature de s.
C. En déduire que f est la composée d’une translation et d’une symétrie axiale a préciser.



Amérique du Nord Juin 2004
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal (O ;u, V).

Soient les points A, A', B et B' d'affixes respectives :

1. a.

b.

o wr o

Za=1-2i,z2p.=-2+4i,25=3-i,2g=51.
Placer les points A, A', B et B' dans le plan complexe. Montrer que ABB'A'" est un rectangle.
Soit s la réflexion telle que s (A) = A'et s (B) = B'. On note (A) son axe.
Donner une équation de la droite (A) et la tracer dans le plan complexe.
On note z' I'affixe du point M' image par s du point M d'affixe z .

Montrer que z' = (§+%IJ Z +2i-1.

Soit g l'application du plan dans lui méme qui a tout point M d'affixe z associe le point P d'affixe z' définie par :

z':(—g—gij Z +5-1.
5 5

On note C et D les images respectives de A et B par g ; déterminer les affixes de C et D et placer ces points dans le plan
complexe.

Soit Q le point d'affixe 1 + i et soit h I'nomothétie de centre Q et de rapport — 2.

Montrer que C et D sont les images respectives de A' et B' par h.

Soit M 4, d'affixe z; , I'image par h de M, d'affixe z. Donner les éléments caractéristiques de h~* et exprimer z en fonction de z

Onposef=h"tog.
Déterminer I'expression complexe de f.
Reconnaitre f . En déduire une construction du point P, image par g d'un point M quelconque donné du plan.



Liban juin 2004

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O ;G , \7). On prendra 1 cm pour unité graphique.

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives
Za=2+i,2g=1+2i,2¢c=6+3i,zp=—1+61.

1. Représenter les points A, B, C et D.

2. Montrer qu’il existe une similitude directe f telle que f (A) =B et f (C) = D.

Montrer que cette similitude est une rotation, et préciser ses éléments caractéristiques.

3. Soit J le point d’affixe 3 + 5.

Montrer que la rotation R de centre J et d’angle — g transforme A en D et C en B.

4. On appelle I le point d’affixe 1 + i, M et N les milieux respectifs de segments [AC] et [BD].
Déterminer, en utilisant les résultats des questions précédentes, la nature du quadrilatére IMJN.

5. On considere les points P et Q tels que les quadrilatéres IAPB et ICQD sont des carrés directs.
a. Calculer les affixes zp et z o des points P et Q.

b.  Déterminer % et % ainsi qu’une mesure des angles (1A, 1P) et (1C,1Q).
En déduire les éléments caractéristiques de la similitude directe g telle que g (A) =P etg (C) = Q.
c. En déduire que J est I'image de M par g . Que peut-on en déduire pour J ?



Amérique du Nord Juin 2003

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O ; 0, V ), d'unité graphique 1 cm, on considére les points Ao, A1, A,

d'affixes respectives :

1. a.

b.

wopNLao

20=5-4i,z2,=-1-4i,z2,=-4-1.
Justifier I'existence d'une unique similitude dlrecte Stelleque S (A 0)=A.;etS(A)=A,
1—i -
Etablir que I'écriture complexe de Sest:z'= 7' Z+ 32+ :
En déduire le rapport, I'angle et I'affixe o du centre Q de la similitude S.
On considere un point M, d'affixe z avec z # 0, et son image M', d'affixe z'.

erlfler larelation: ® -2z =i (z—2') ; en déduire la nature du triangle Q M M' .

Pour tout entier naturel n, le point A, . 1, est définipar A .1 =S(A,)etonposeu,=AnAn+1.
Placer les points Ao, A}, A et construire géométriquement les points A3, Ay, As, As.
Démontrer que la suite (u, ) est géométrique.

La suite (v, ) est définie sur IN par :
n
Vo=Ug+Uj+..+Uy= ZUk.
k=0

Exprimer v , en fonction de n.
La suite (v, ) est-elle convergente ?

a
b
4. a. Calculer en fonction de n le rayon r ,, du cercle circonscrit au triangle Q A, A+ 1.
b

Déterminer le plus petit entier naturel p tel que, pour tout entier naturel n : si n>palorsr, < 1072



Amérique du Sud Novembre 2003
Le plan complexe est muni d'un repéré orthonormal direct (O ;G , v ) (unité graphique 1 cm).

On note r 4 la rotation de centre O et d'angle g et r, la rotation de centre O et d'angle %

Partie A
1. Résoudre dans Z x Z I'équation (E) : 3y =5 (15 - x).

2. Soit | le point d'affixe 1.

On considere un point A mobile sur le cercle trigonométrique C de centre O. Sa position initiale est en 1.

On appelle d la distance, exprimée en centimétres, qu'a parcourue le point A sur le cercle C aprés avoir subi p rotations r; et q
rotations r, (p et g étant des entiers naturels).

On convient que lorsque A subit la rotation r; (respectivement r ), il parcourt une distance de g cm (respectivement % cm).

Déterminer toutes les valeurs possibles de p et q pour lesquelles le point A a parcouru exactement deux fois et demie la
circonférence du cercle C a partir de J.

Partie B

On note h ; I'nomothétie de centre O et de rapport 4 et h, I'nomothétie de centre O et de rapport — 6.
Onposes;=r;oh;ets,=r,oh,.

1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s ; et s..

2. On pose S, =51 051 ... 051 (composée de m fois s; m étant un entier naturel non nul),

S'1=5,05;...05; (composée de n fois S ,, n étant un entier naturel non nul), etf=S', 0 S,

m+n

a. Justifier que f est la similitude directe de centre O, de rapport 22 x 3" et d'angle m g + nG?n.

b. f peut-elle étre une homothétie de rapport 144?
c. On appelle M le point d'affixe 6 et M' son image par f . Peut-on avoir OM' = 240 ?
Démontrer qu'il existe un couple d'entiers naturels unique (m, n) tel que OM' = 576.

Calculer alors la mesure principale de I'angle orienté (G ,OM') .



Pondichéry avril 2003
Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante.

Premiére partie
ABC est un triangle direct du plan orienté.

On désigne respectivement par |, J et K les milieux de [AB], [BC] et [CA].
Soit o, un réel qui conduit a la réalisation de la figure jointe ci-jointe sur laquelle on raisonnera.

N% y

>
o

=

A /1 B
/ii

d, est I'image de la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle a.. d ; est I'image de la droite (BC) par la rotation de centre J et
d'angle a.. d 5 est I'image de la droite (CA) par la rotation de centre K et d'angle a.. A ; est le point d'intersection de d; etds, By
celuided,etd, etC,celuided,etds.

1° On appelle H le point d'intersection de (BC) et d ;. Montrer que les triangles H | B et H B ; J sont semblables.

2° En déduire que les triangles ABC et A; B; C; sont semblables.

Deuxiéme partie

Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (O ;0 ,V ).

A - Construction de la figure

1° Placer les points A(-4-61i),B(14),C(-4+6i), A1 (3-71),B1(9+5i)etC;(-3-1).

2° Calculer les affixes des milieux I, J et K des segments [AB], [BC] et [CA]. Placer ces points sur la figure.

3° Montrer que A 4, 1, B ; sont alignés.

On admettra que B4, J, C, d'une part, et C4, K, A d'autre part sont alignés.

4° Déterminer une mesure en radians de I'angle (Wé E ).
On admettra que (KA , KA ;) = % et(JC,JC,) = %

5° Quelle est I'image de la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle % ?

B Recherche d'une similitude directe s transformant ABC en A; B; C .
On admet qu'il existe une similitude directe s transformant les points A, B et C respectivementen A;, B, et C;.

. 1 1. S - . . .
1° Montrer que I'écriture complexe de s est z' = (E +§ |j z+2-21i,o0uz etz désignent respectivement les affixes d'un point

et de son image par s.

2° a) Déterminer le rapport et I'angle de s.

b) Déterminer I'affixe du centre Q de s.

3° Que représente le point Q pour le triangle ABC ?



Asie Juin 2001
On se place dans le plan, rapporté a un repére orthonormal direct (O ; 0,V) .

1. On considere I'application f qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z' telle que z' = [ %+ i £ J Z.

2
a. Exprimer (f o f) (z) en fonction de z.
b. Montrer que f =R 0 S, ol R est une rotation et S une symétrie axiale ; (on déterminera les éléments caractéristiques de ces
deux applications R et S).
C. Décomposer R a l'aide de deux symétries axiales et en déduire que f est une réflexion, dont on donnera I'axe D ;.
Réaliser une figure, en y représentant I'axe D ;. (Unité graphique : 2 cm).
2. On considere I'application g qui, & tout point M d'affixe z, associe le point M™ d'affixe z” telle que
z":[1+i£J z _1 +i E
2 2 2 2

Déterminer une équation de I'ensemble des points invariants de g.
Montrer queg=T of, ou T est une translation ; (on précisera l'affixe du vecteur de la translation T ).
C. Décomposer la translation T a l'aide de deux symétries axiales et en déduire que g est une réflexion, d'axe noté D ,.

5,

d. Quelle est I'image par g du point A d'affixe % +i Tl

o w

En déduire une construction de la droite D ,, qui n'utilise pas son équation, et I'illustrer en complétant la figure précédente.



France métropolitaine juin 2000
Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O ; i,V ). L'unité graphique est 4 cm. On considére les points A, B ,
C et D d'affixes respectives a, b, c et d telles que :

a:1,b:ei5,c:§
2

1.a. Donner la forme exponentielle de c et la forme algébrique de d.

b Représenter les points A, B, C et D.

c Montrer que le quadrilatere OACB est un losange.

2. Montrer que les points D, A et C sont alignés.

3. Déterminer I'angle 0 et le rapport k de la similitude directe s de centre O qui transforme A en C.

4. On note F et G les images par la similitude directe s des points D et C respectivement. Montrer que les points F, C et G
sont alignés.

5 Déterminer I'affixe f du point F.

6 On considere la transformation ¢ qui a tout point M, d'affixe z, associe le point M' d'affixe z' telle que :

Pour toute droite 5 du plan, on notera o 5 la symétrie orthogonal d'axe S .
.27

a. Soit r la transformation qui a tout point M ; d'affixe z ; associe le point M'; daffixe z'; telleque:z'1=¢e %z, + g +

ey

X
2
Déterminer la nature de r et donner ses éléments caractéristiques.

b. En utilisant les nombres complexes, donner une mesure de l'angle (E,ﬁ) , puis déterminer la droite A telle que :
I'=0,00 (a0)-
C. Montrer que @ = r 0 6 (a0). En déduire la nature de o.



Amérique du Sud Novembre 1998

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; i, ) I’unité graphique est 4 cm.

On considere les points A(l ; 0), C(0; 1), D(0; 1) et le cercle T" de centre O et de rayon 1.

Soit M un point du cercle T", d’ordonnée positive ou nulle, et distinct de C.

La droite (DM) rencontre I'axe des abscisses au point I.

Le point N est le point d’intersection de la droite (OM) et de la paralléle a la droite (CD) passant par |.
1. Réaliser la figure.

2. On note t une mesure de I'angle orienté (i’ OTV] ).

On se propose de déterminer I'ensemble (F) décrit par le point N lorsque t décrit I'intervalle [0 ; ] privé de g

a. Déterminer les coordonnées de M en fonction de t.
b. Montrer que les coordonnées de | sont cos.t ;0
1+sint
puis que les coordonnées x(t) et y(t) de N sont :
cost sint
X(t) = — t) = .
® 1+sint ye) 1+sint

3.a. Comparer d’une part x (t) et x (= —t) , puis d’autre par y(t) et y(r - t).
En déduire une propriété géométrique de I'ensemble (F) .

b. Faire I'étude conjointe des variations des fonctionst — x (t) et t — y (t) sur { 0; g { .

134

Déterminer les limites de x (t) et y (t) quand t tend vers g .

4.a. Calculer, en fonction de t, la distance ON puis la distance de N a la droite d’équation y = 1.
b Tracer I'ensemble (F).



