Deux nombres sont dits amiables si la somme des diviseurs positifs de I’un est égale a la somme des diviseurs positifs de I’autre.
Onpose: a=3x2""1-1:pb=3x2"-1;c=9x2%""1_1; A=2"xaxbetB=2"xc¢
Thabit ibn Quraa a démontré que si a, b et ¢ sont premiers, alors A et B sont amiables.

Démonstration de la propriété :

1. Tous les diviseurs considérés sont positifs. On suppose a ; b ; ¢ premiers. Comme a et b sont distincts, les écritures de A
et B sont les décompositions en facteurs premiers de A et B.
Lesentiers1;2;..;2";c;cx2;..;cx2"sontdes diviseurs de B. Justifier qu'il n’y en a pas d’autres.
2. Etablir de méme la liste des diviseurs de A.
3. Montrer que la somme S des diviseurs de B est égale a (1 +¢) x (2"** - 1)
4, Montrer que la somme S 4 des diviseurs de A estégalea (1+a+b+ab)x (2"t -1)
5. En utilisant les expressions de a, b et ¢ en fonction de n montrer que S o = Sg. Conclure.
CORRECTION
1. c=9x2%""1_1 donc c est un nombre impair. Soit d un diviseur de B.

En décomposant d en produit de facteurs premiers, d = 2" c¢”d *avec d * premier avec 2 et ¢ ; p nombre entier tel que 0<p<n;
v nombre entier égal soit a 0 soita 1.

d divise B donc il existe un entier naturel qtel que B=dqdonc2"c=2Pc’d’ qdonc2"Pc! 7=d’ q.
d’ divise 2" P ¢~ d’ est premier avec 2 etc doncavec2"Pc! "doncd’=1.

Tout diviseur de B est donc de la forme 2P ou 2° cavec 0 <p <n.

Les diviseursdeBsont1;2:...:2":c;cx2;...;cx2"

2. a=3x2""'-1;b=3x2"-1donc aetb sont impairs.

A=2"xaxh

Soit d un diviseur de A.

En décomposant d en produit de facteurs premiers, d = 2P a“b" d > avec d * premier avec 2, avec a et avec b.
p est nombre entier tel que 0 <p <n, a et B sont deux nombres égaux soit a 0 soit a 1.

d divise A donc il existe un entier naturel g tel que A=dqdonc2"ab=2a“bPd’ qdonc2" Pal *b*P=dq.
d ’ premier avec 2, aetb doncd ’ premieravec 2" Pal “b!'Pdoncd’=1.
Lesdiviseursde Asont1;2;..;2";a;ax2;..;ax2";b;bx2;...;bx2";axb;axbx2;..;axbx2"

3. Sg=1+4+2+...+2"+c(1+2+..+2")
Sg=(l+c)x(1+2+..+2"
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1+42+...+2" =2"*"1_1doncSg=(1+c)x(2""*-1).

4, Sa=1+42+...+2"+a+ax2+..+ax2"+b+bx2+...+bx2"+axb+axbx2+..+axbx2"
Sa=(l+2+. .. +2")+a(l+2+...+2")+b(1+2+ ... +2")+ab(1+2+..+2")
Sa=(l+a+b+ab)(1+2+...+2"orl+2+..+2"=2"""_1doncSa=(l+a+b+ab)x(2"**-1)

5. Sa=(l+a+b+ab)x(2"*t-1)
a=3x2""'-1;pb=3x2"-1doncaxb=(3x2""1-1)(3x2"-1)
En développant le produit:axb=9x 22" 1_3x2""1_3x2"+1
axb=9x22""'_(a+1)-bdoncl+a+b+axb=9x22"!

SA:9X22H71X(2n+1_1)

Sg=(1+c)x (2" =1)doncSg=9x%x22""1x(2"*1_1)donc S=Sg, lesnombres A et B sont amiables



