L'objectif de cet exercice est de déterminer que pour tout réel x de I’intervalle | = [ 0;% [ ona: ;Sﬁs XSM’
+€O0S X

avec tan x =% puis d’utiliser cet encadrement pour donner une valeur approchée de % et de .
1. Soit f définie sur | par f (x) = 3sinx__ X
2 +C0S X
a. Démontrer que le signe de f ' sur [ 0 ;% [ est le méme que le signe de : — cos? x + 2 cos x — 1.
b. En déduire le sens de variation de f sur I, puis son signe.
2. Soit g définie par g(x) = M—
2
a. Démontrer g'(x) = (cosx-1) (22005 x+1) .
3c0s“ x
b. En déduire le sens de variation de g sur [ 0 ;% [ , puis le signe de g sur [ 0 ;% [ .
3. Conclure.
4. En utilisant les valeurs exactes des lignes trigonométriques de % et I’encadrement précédent, déterminer une valeur
approchée de % et puis de =.
CORRECTION
u(x)=3sinx  u'(x)=3cosx _, = 3cosXx(2+cosx)—3sin x (—sin x)
1. a R ’ f (X) - 2 - 1
v(x)=2+cosx V'(X)=-sinx (2+cosx)
P2
Fr(x) = 3cosx(2+cos x)+25|n X 1,
(2+cosx)

2 sa2

f'x)=3 2C0S X + €05 x+25|n X _1orcos?x+sin?x=1
(2+cosx)
£ = 3(2cosx+1)—(2+cosx)?
(2+cos x)?
yr_ 6COSX+3—(4+4c0sx+c0s’X)
fr(x) = ;
(2+cosx)
2

Fr0 = = Cos“X+2cosx—1

(2+cosx)?
Pour tout x de I, (2 + cos x )® > 0 donc le signe de f ' sur [ 0;%[ est le méme que le signe de : —cos? x + 2 cos x — 1.
b. En déduire le sens de variation de f sur I, puis son signe.

—cos?x+2cosx—1=—(cos?x—2cosx+1)=-(cosx-1)?donc pour tout x de I, — cos® x + 2 cos x — 1 < 0 donc f*(x) <0
f est décroissante sur |

X 0 r
2
f’(x) | 0
f 0 \
o s 3sin x
f (0) = O et f est décroissante sur | donc pour tout x de I, f (X) <0 donc pour toutxde | 0;—| , ——————<X
2 2 +COS X
1 .
2.a. g(x) = =(2sin x+tan x)—x
3
u(x) =sin x u'(x) =cos x 2 x —si —si
(9 9 . donc la dérivée de tan x est 222X sm2x( sin x) = 12
v(x)=cos X V'(x)=-sinx C0S“ X C0S “ X

1 2cos’x+1

2

u(x)=2sin x + tan x u'(x)=2cos x + 5
€Os “ X COS “ X




, 1 2cos®x+1 2c0s®x+1-3cos?x
donc g'(x) =—x 5 -1= 5

3 C0S “ X 3cos X
(cosx—1)%(2cosx+1)=(cos®x—2cosx+1)(2cosx+1)
(cosx—1)2(2cosx+1)=2cos>x+cos?Xx—4cos>Xx—2cosX+2cos X+ 1
(cosx—-1)?(2cosx+1)=2cos®x—3cos?x+1
donc g'(x) = (cosx—1)2(2cosx+1)
3cos? x '

b. Sur [ 0;% [ , (cos x —1)?> 0 donc g’(x) a le méme signe que cos x + 1

orsur[0;%[,cosszdonccosx+1>Osur[0;%[.

Pour tout x de [ 0;% [ , 0°(x) > 0 donc g est croissante sur [ 0;% [ .
3. g est croissante sur [ 0;%[ et g(0) = 0 donc pour tout x de [ 0;%[, M—x >0 donc XSM.
Pour tout x de 0;E , msx donc pour tout réel x de I’intervalle | = 0;E ,ona: 3sin x <x< 2sin x + tan x
2 2+ COs X 2 2+ COos X 3
. s i ~3sinx 2sin x + tan x
4, Pour tout réel x de I’intervalle I =| 0;—=1 , ona: <x<
2 2+ COos X 3
. . 3sin * . 2sin * 4 tan ©
—e[o;—[donc <—< 6 6
6 2 2+cos ~ 6 3
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En multipliant par 6 : 18 <n< 2\/—3+
4+\/73 \/73

23 S::ZSXX <x< 2sin X3+ tan X n’est démontré que pour x e [ 0;%[ donc on ne peut pas utiliser I’encadrement de x précédent,

+

pour trouver un encadrement de ).

Soit approximativement : 0,5233 < — < 0,5258 et 3,1402 < n < 3,1548
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