Pondichéry avril 2010

Exercice 1 (6 points) . Commun a tous les candidats
Partie A : Restitution organisée de connaissances
On supposera connus les résultats suivants :

< [D(tmrawydt=[" f@dt + [ gt
+ Sipourtout O[a bl f()>0alors| " f(t)dt >0.

Montrer que : si, pour toditde fa ; b], f (t) < g(t) alorsj ’ f)dt < j ’ g(t)dt

Partie B
Soitn un entier naturel non nul.

On appelle , la fonction définie sur [ 0, ¢ [ par :f , (X) = In (1 +x") et on pose | = '[: In(A+x")dx

On note G, la courbe représentative figdans un repére orthonormad (i I ).
1.a. Déterminer la limite dé; en +oo,

b. Etudier les variations dg sur [ 0, +oo [.
C. A l'aide d’'une intégration par parties, calculeret interpréter graphiquement le résultat.
- . . X 1
(Pour le calcul de, on pourra utiliser le résultat suivant : pourttod [O ; 1], 1 =1- . 1.)
X X

2.a. Montrer que pour tout entier naturel non nubn a 0< | , < In2.

b Etudier les variations de la suite, Jl

c En déduire que la suite,() est convergente.

3 Soitg la fonction définie sur [ 0, ¢ [ par :g(x) = In(1 +X) —X,.

a. Etudier le sens de variation deur [ 0, +oo [.

b En déduire le signe dgsur [ 0, +oo [.

Montrer alors que pour tout entier natumalon nul, et pour tout réel positif, on a In (1 x") < x".
C. En déduire la limite de la suite,().

Exercice 2 (5 points) Candidats n’ayant pas suividnseignement de spécialité
L'espace est muni d'un repere orthonormal (OT; k)
Pour chacune des propositions suivantes, indiguelie est vraie ou fausse et donner une démornstrale la réponse choisie. Dans
le cas d'une proposition fausse, la démonstrationrpa consister a fournir un contre-exemple.
X=t+2
1. La droite de représentation paramétriqug/=-2t t0O R est parallele au plan dont une équation cartésiezst :
z=3t-1
X+2y+z-3=0.
2. Les plans P, P', P" d’équations respectives 2y + 3z=3, 2x+3y—-2z=6et4x —y + 4 z =12 n'ont pas de point
commun.

x=2-3t X=7+2u
3. Les droites de représentations paramétriqueecéses: y =1+t tOR et y=2+2u ulR sont sécantes.
z=-3+2t z=-6-u

4, On considére les points A, de coordonnées (+ 2), B de coordonnées (1, 4, 0), et C, de coaréles (3, — 4, — 2).
Le plan (ABC) a pour équation+z= 1.

5. On consideére les points A, de coordonnées = 3), B, de coordonnées (2, 1, 0), et C, de caurées (4, — 1, 5).
On peut écrire C comme barycentre des points A et B

Exercice 2 (5 points) Candidats ayant suivi I'ensghement de spécialité

Les parties A et B peuvent, dans leur quasi-t@aétre traitées de fagon indépendante.

Partie A

Dans cette partie, on se propose d’étudier desles@ b) d’entiers strictement positifs, tels qaé=b>.
Soit @@ b) un tel couple e = PGCDA, b). On noteu etv les entiers tels que=duetb=dv.

1. Montrer quau®=d v>.

2. En déduire que diviseu, puis quev = 1

3. Soit @, b) un couple d’entiers strictement positifs.

Démontrer que I'on a?=b?si et seulement si etb sont respectivement le cube et le carré d’'un mémtier.

4. Dans cette question, toute trace de recherche, mécoenplete, ou d'initiative, méme non fructuewssra prise en compte

dans I'évaluation.

Montrer que sn est le carré d’'un nombre entier naturel et le aliba autre entier, alons= 0 [7loun=1 [7].
Partie B

Dans I'espace muni d’un repére orthonormal {Qj;,k ) on considére 1a surface S d'équatiér y? = z°.
Pour tout réeh, on note G la section de S par le plan d’équatonA.
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1. Les graphiques suivants donneatllirede C, tracée dans le plan d’équatinr A, selon le signe dA.
Attribuer a chaque graphiqueufi des trois cas suivantA < 0,A = 0,A > 0, et justifier lallure de chaque courl

(pas de courbe visible)

graphique 1 graphique 2 graphique 3

2.a. Déterminer le nombre de points des@ont les coordonnées sont des nombres entiertesteat positifs
b. Pour cette question, on pourra éventuellers’aider de la question 3 de la partie A.
Déterminer le nombre de points dgggdont les coordonres sont des nombks@ntiers strictement positi

Exercice 3 (5 points)Commun a tous les candidal

Une urne contient 10 boules blanches bbules rougesn étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.durtifer a un joueur de
boules de 'urne. Ahaque tirage, toutes les boules ont la méme pilitBed’étre tirées. Pour chaque boule blanche tirée ghga
euros et pour chaque boule rouge tirée, il perdr8s

On désigne par X la variable aléatoire correspondamain algébrique obtenu le joueur.

Les trois questions de I'exercisent indépendante

1. Le joueur tire deux fois successivement et sangseeame boule dl'urne.
. 20n
a. Démontrer que: P (X =—1)=————.
(n+10) (n+9)
b. Calculer, en fonction de, la probabilité corrspondant aux deux autres valeurs prises par lablark
- +
C. Vérifier que I'espérancmathématique de variable aléatoire X vaut : E(X) = 6n” —14n+ 360
(n+10) (n+9)
d. Déterminer les valeurs aepour lesgjuelles 'espérance mathématique est stricterpesttive
2. Le joueur tire 20 fois spessivement eavec remise une boule de I'uries tirages sont indépenda

Déterminer la valeur minimale de I'entieafin que la probabilitd’obtenir au moins une bouteuge au cours de ces 2rages soit
strictement supérieure a 0,999.

3. On suppose que= 1000. L'urne contient donc 10 boules blanchek0@0 bwles rouges.

Le joueur ne sait pas qle jeu lui est complétement défavorable et d¢ d’effectuer plusieurs tirages sans remise ju: obtenir
une boule blanche.

Le nombre de boules blehes étant faible devant celui des boules roon admet que &n peut modéliser le nombre deages
nécessaires pour obtenir une boule blanchwune variable aléatoire Z suivant la loi :

K
pour toutk ON , P (Z< k) = .[ . 0,01 %0 gy .

On répondra donc aux questions suivanteaidd’de ce modeée

a. Calculer la probabilité que le joueur ait besoirticer au plus 50 boules pour avoir une boule bi@nsoit P(z< 50).

b. Calculer la probabilét conditionnelle di’événement : « le jouewa tiré au maximum 60 boules pour tirer une boule ¢ha »
sachant I'évenement « le joueutirg plus de 50 boules pour tirer une boule bla ».

Exercice 4 (4 points) Commun a tous les candidai

On considére la suiteif ) ,o définie par uy= 1 et pour touh 00 N, un+1=:—13 u,+n-2.

1. Calculeuy, u, etus.
2.a. Démontrer que pour tout entier natured 4, u, > 0.
b. En déduire que pour tout entier naturel 5,u,>n- 3.
C. En déduire la limite de la suita{) oy

21
3. On définit la suiteMy, ) n oy, par : pour toutn N, v, =—2u,+ 3n-— >
a. Démontrer que la suit® () oy €st une suite géométrique dont on donnera la rastEpremier term
b. En déduire que : pour tontd N, u, -1 +—3n —31.

4\3 2 4
n
C. Soit la somme $définie pour tout entier natu npar : §, = Z u,
k=0

Déterminer I'expression de,%n fonction den.
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CORRECTION
Exercice 1 (6 points) . Commun a tous les candidats
Partie A : Restitution organisée de connaissances
f etg sont deux fonctions continues sur un intervallel] doncg —f est continue sua@l; b]

Pour toutx de Ja ; b] , f (X) < g(x) doncg(x) —f () > 0 doncj : [9(®¥ - f(R]d x>0

[T1a - f(31d x= [ gdx—[ fdxet| [g(x- f(R]d x=0
donc [ g(9dx~ [ t(x)dx=0 soit| g(xdx= [’ f(x)dx

Partie B
l.a. Pourtoutxde [0, +o[f1(X)=In(1+X)
Soit X=1+x, lim X=+w

fl(x):InXOrXIim InX=+cdonc lim f;(x)=+w

b. f 1 est la composée de deux fonctions continues etatdes sur [0, #0[: X - 1 +x etx - In x doncf ; est continue et
dérivable sur [ O, +o [.

fix) = %1 donc pour touk de [ O, +oo [ f’; (X) > O dond ; est strictement croissante sur [ G f.
X
C. Soit: U(x)=1 ux)=x+1

V) =In (140 V(X = X%

_ 1 1 x+1 _ 1 1 _ 1 1
1= [(x+1) n(x+1)] -] g 9 = =[xy In(x+ 9] =[, tdx = 1= [(x+1) In(x+ 9] -] x]
[;=2In2-1
f1(0) =0 eff ; est strictement croissante sur [ e+ doncf ; est positive sur [0 ; 1]
f ; est continue sur [0 ; 1] dong kst 'aire (en unité d’aires) du domaine limité paxe des abscisses, les droites d’équatienO,
x =1 et la courbe d;.

2.a. pour tout entier naturel non nuil f , est la composée de deux fonctions continues 8o [: X — 1 +x" etx — Inx donc
f, est continue sur [ 0, e [.

pour toutxde [0 ; 1], cx"<1donc 1 +x"<2

la fonction logarithme népérien est strictementssante sur ] 0, ¢ [donc In 1< In (1 +x")<In 2

La fonctionf , est continue sur [ 0, 1] et pour toude [ 0, 1] < f, () <In 2

. 1 .
donc pour tout entier naturel non m0< I, < j . In2dx soit0<1,<In2

b. Pour toutxde [0, 1] x< 1 donc G x" "< x"donc 1< 1 +x"* 1< 1 +x"

la fonction logarithme népérien est strictementssiante sur ] 0, ¢ [ donc In 1< In (1 +x"**) < In (1 +x") soit 0< f . ;< f,
Les fonctiond ,,, ;etf,, sont continues sur [ 0, 1] et pour toude [0, 1] : < f 1< f,donc O< 1.1 <1

La suite (I, ) est décroissante minorée par 0.

C. La suite (l,) est décroissante minorée par 0 donc est cormerge

3.a. g est la différence de deux fonctions continuesvdétes sur [0, +o [ : X - x etx - f; (X) doncg est continue et dérivable
1 -X
sur[0,to[etg(X) = —— —1=——
[0+ [etg(¥) = —— ~1=—=

Pour toutx > 0,g'(x) < 0 etg’(0) = 0 doncg est strictement décroissante sur [ & f-

b. g est strictement décroissante sur [ & fretg(0) = 0 dong est strictement négative sur [ OgeH.

Six est un réel positif alors pour tout entier naturabn nul,x" est un réel positif dong(x" ) < 0 donc pour tout entier naturehon
nul, et pour touk réel positif, ona : In (1 %¥") —x"< 0 soit In (1 +") < x".

C. Les fonctiong , etx — x" sont continues sur [ 0,0¢ [ et pour toutk de [0, +o [Ona: 0 In (1 +x") < x".

1
donc 0< 1, < '[:x”dx doncOsIns{ ilx””} soit 0< 1, <
n

0

+1

lim 1 0 donc d’aprés le théoréme des gendarmes apiguéuites, lim 1,=0
n- +o n n- +o
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Exercice 2 (5 points) Candidats n’ayant pas suividnseignement de spécialité

X=t+2
1. Un vecteur directeur de la droite D de représtant paramétriqué y=-2t estu de coordonnées (1 ;-2 ; 3)
z=3t-1
Un vecteur normal au plan P astde coordonnées (1;2;:1)orn =1x1+(-2)x2+3x1=0
X=t+2
donc u et n sont orthogonaux, la droite D de représentatiorarpétrique{ y=-2t t0O R est paralléle au plan P dont une
z=3t-1

équation cartésienne est+ 2y +z— 3 =0.

Il était possible aussi de cherches)gfoint(s) d'intersection de D et de P et cherchiel que(+2) +2 (- 2) + (3t—1)=0
ceci est équivalent a 1 = 0 ce qui est impossibted et P n'ont pas de point commun, D est sinetat paralléle a R/RAI

X-2y+3z=3
2. Pour chercher les points communs a ces trois pldaut résoudre le systeme 2x+3y-2z=6
A4x-y+4z=12
L,+L,+LsetlLsz—L;conduisent au systeme :
X-2y+3z=3
| x-2y+3z=3
7 X +5z= 21 soit
7 X +5z=21
7 X +5z=21
L'intersection de deux plans est une droite deAtJX.
3. Pour déterminer I'éventuel point d'intersectiates droites citées, il faut chercher des rételst u tels que

X=2-3t=7+ 2u
z=-3+2t=-6-u

y=1+t=2+ 2u
3t+2u=-5
donc résoudre le systeme2t +u=-3
t-2u=1

2t+u=-3 5t=-5 t=-1
t-2u=1 t-2u=1 u=-1
dans ce cas 3+ 2u = — 5 donc les deux droites sont sécantes eplant d'intersection est A (5 ; — 5 ; OJRAI

4, On consideére les points A, de coordonnées (; 2), B de coordonnées (1, 4, 0), et C, de coaréles (3, — 4, — 2). Le plan
(ABC) a pour équatior +z= 1.

AB a pour coordonnées (2 ; 4 ; — 2)

AC a pour coordonnées (4 ;-4 ;- 4)

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires dorlarg pBC) existe.

Les coordonnées de A, B et C vérifiant z= 1 donc le plan (ABC) a pour équatior z = 1.

VRAL

5. AB a pour coordonnées (3 ;0 ; — 3)

AC a pour coordonnées (5 ;-2 ; 2)
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donagpaitient pas a la droite (AB).
On ne peut pas écrire C comme barycentre des pdiet8 doncFAUX.
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Exercice 2 (5 points) Candidats ayant suivi enseignement de spécialité

Partie A

1. Soit @, b) un tel couple el = PGCDA, b). il existe deux entiens etv premiers entre eux telsqa=duetb=dv.
donc en remplacantd (1) *= (d v) * soitd?u?=d3v?

d# 0doncu®=dv?>

2. u®=dv3doncv diviseu? soitv diviseu x u
d’aprés le théoréme de Gaussliviseu x u etv etu sont premiers entre eux, dondiviseu
PGCD (@ ;Vv) =1 or sivdiviseu, PGCD (1;v) =vdoncv=1

3. sia?=b?, d'aprés la question précédev = 1 donc en remplacant dams d v etu® =d v?® on obtienb = d etu? = d donc
a=du=u?etb =u?donca etb sont respectivement cube et le carré d’'un méme entier.

Réciproquement

si a etb sont respectivement &ibe et le carrd’un méme entied, alors il existe un entidetel quea =k etb = k?

donca?= (k*)?=kCetb®= (k?)®=k®donca?=b?

donca?=b?si et seulement si etb sont respectivement cube et le carré d’'un méme entier.

4. Montrer que si est le carré din nombre entier naturel et lube d’un autre entier, alors= 0 [7loun=1 [7].
S'il existe deux entiera etb tels quen =a?=b? alors daprés la question précédente il existe un ek tel quea = k*etb = k? donc
tel quen =k°®

k [ o] 2] 2] 3] 4] 5] 6
kKl o[ 2] 2 2 2] 1] 1

doncn=0[7]oun=1[7].

Partie B

Dans I'espace muni d’un repére orthonorf@t i , j ,k ) on considére 1a surface S d'équatiéne y? = z°,
Pour tout réeh, on note G la section dé& par le plaird’équationz = A.

1. C, a pour équationsx®x y?=A3etz =\

SiA < 0il est impossible que? x y? qui est positif ou nul, soit égal\ donc G, est le graphique 2

SiA =0alorsx’xy?=0 < x= 0 ouy= 0 donc (, est le graphique 1, est la réunion des deux axes dai plan d’équatiorz = A
Si A > Opar éliminatior; le graphique 3 représente la court,.

SiA >0, G, est I'ensemble des points du pligquatiornz = A tels quex®x y?=\?3

3 3 ﬂ

ce qui se décompose en deux partieg = /A° etxy=—/A° soity=AY— ety=—
X

D)
X

C,, quand\ > 0, est donc la réunion de deux hyperboles éguds

)
&
(pas de courbe visible) .

graphique | graphique 2 graphique 3 J

|
|
f
/
(

| SN

l 3 ’ 3
2.a. Cysa pour équations : sgjt= N2 soity = — N2 dans le plan d’équatian= 25
X X

Soit C,5 a pour équations : sgjt= 125 soity = — 125 dans le plan d’équatian= 25
X X

. . . . . " 125 . . "
Si les coordonnées des points dg §bnt des nomles entiers strictement positifs algrs 0 et—— est un entier strictement positif
X

doncx est un entier strictement positif qui divise
soitx =1 oux = 5 ou 25 ou 125.

les points cherchés ont donc pour coordonne; (1 ; 125 ; 25), A (5;25;25), A(25;5; 25t A, A, (125 ;1 ; 25)
b.  Canoa pour équations xf) 2= z*avecz = 2010
d’'aprés la question a. 8. : a® = b?si et seulement @ etb sont respectivement le cube et le caftéh méme entier, avec iai=xy

etb=z
or 2010 n’est pas le carréui nombre entier dorl’équation & y) ? = 2010° n'a pas de solutions entiér
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Exercice 3 (5 points) Commun & tous les candidats

1. Le joueur tire deux fois successivement et samise une boule de I'urne donc on est en situatiéquiprobabilité.

Le nombre initial de boules est+ 10, le joueur choisit une boule donma 10 choix possibles et ne remet pas cette boares d
I'urne donc le nombre de boules possibles lorsatoisd tirage est + 9.

a. Lors d'un tirage de deux boules, soit le jouss tieux boules blanches, et gagne 4 €

soit le jouer tire une boule blanche et une boolmge, et gagne2 -3 =—-1€

soit le jouer tire deux boules rouges, et gagneE-— 6

Si le joueur tire une boule rouge au premier tirdlgene contient 10 boules blancheset 1 boules rouges

Si le joueur tire une boule blanche au premiegérd'urne contient 9 boules blanchesétoules rouges.

d’ou I'arbre de choix :

1° tirage 3™ tirage Gain
R> -6€
n-1
n R1
n+10
n+9
B, -1€
R, -1€
_n
10
n+10
Bi
n+9
B, 4 €
ox=-1)=—1 10 10 9 oncpx=-1)=— 20"
n+10 n+9 n+10 n+9 (n+10) (n+ 9)
b.  p(X=-6)=—" xn_ldoncp(x:_g)_—.&
n+10 n+9 (n+10) (n+9)
pX=4)= 10 x 9 doncP(X=—6)=L.
n+10 n+9 (n+10) (n+9)

360 20n 6n(n-1)

C. E(X) =4p(X=4) + (- 1)p(X=-1) + (- 6)p(X = — 6) donc E(X) _(n ¥10)(n+ 9) - (h+10) (n+ 9) - (h+10) (n+ 9)

6n°+6n-20n+ 36C=»E(X): 6n°-14n+ 360

E(X) =
(n+10) (n+9) (n+10) (n+9)

d. E(X)>0< —6n%-14n+360 >0
—6x%—14x+ 360 = 0 oA = 14° + 4x 6 x 360 = 94 donc les solutions SoRr = — 9 ,x, = 2—;

n étant un entier supérieur ou égal a 2, I'espéramathématique est strictement positive 817

2. Les événements « obtenir au moins une bouleeraugcours de ces 20 tirages » et « obtenir 2Cebdailanches au cours de
20
ces 20 tirages » sont contraires dope:1 — 10
n+10
10 ) 10 ) 10 10 10
p>0999e | ——| <1-0999- |——| <0,001- < %0001 = Nn+10>——= = N> ——— —10
n+10 n+10 n+10 2/ 0,001 2/ 0,001

3 p (ZS k) - I Ok 0’01 -0,01x dx = I:_e—o,01x:| (: donc P (K k) =1-— e—0,00Jk
a.  P(Z<50)=1-¢%%%%=1_ e %donc P(z 50)= 0,049
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b. P (Z<60/Z>50) =" 0= Z= 60)
P(Z >50)

P (50 < Z< 60) = J‘ 5600 0,01 %0 dy = |:_e—0,01><:|

P (50 < Z< 60) = & %% 7006
P(Z<50) = 1 - €°%donc P(Z > 50) = 1 - P(Z50) = & %%

@ 005 _ o 006
donc P (Z£60/Z>50) =~
e

0,05

60
50

=1 _g0o0

On aurait pu dire plus simplement que Z suit uried durée de vie sans vieillissement donc I'évémmnx le joueum tiré au
maximum 60 boules pour tirer une boule blanche aachu'il a tiré plus de 50 boules pour tirer urraile blanche »a la méme
probabilité que « le joueur a tiré 10 boules pdnar uine boule blanche »

donc P (Z60/Z>50)=P (&10)=1-¢°%
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Exercice 4 (4 points); Commun a tous les candidats

1. Sin:O,un+1:§ U, +n-2 devient:
1 . 1 5
Up;==ug+t0-2soiu; == —-2=——
1 3 0 1 3 3

Sin=1,un+1=:—13 u,+n-2devient:

1 . 14
U,==u;+1-2soiu,=——
2 3 1 2 9

Sin=2,un+1=\713 u,+n-2 devient:

1 . 14
Us== Uy+2—-2S0ilUz=——
3 3 2 3 27

2.a Sin:3,un+1:§ U, +n-2devient:

1 . 67
Usg== U3+ 3—-2s0iuy=— doncu,>0
4 3 3 4 81 4

La propriété est vraie pour= 4
Montrons que la propriété est héréditaire c’estra-gue pour tout > 4, siu,> 0 alorsu, . 1> 0.

un+1:§ u,+n-2,n>4doncn—-2>0de plu% up>0

e o1 .
la somme de nombres positifs étant un nombre pang U,+n—-2>0 soitu,+1>0.

La propriété est héréditaire donc vraie pour todiee natureh > 4.

b. En déduire que pour tout entier naturel5,u,>n - 3.
Us= 1 Us+4-2 :5—53 soitus= 2,28 donas>5-3
3 243

La propriété est vraie poar=5
Montrons que la propriété est héréditaire c’estra-gue pour toub > 5, siu,>n- 3 alorau,,1>n+1 -3 ou encorg,.; >N—2

un+1:§ u,+n—-2,n>5doncu,>n-3
1 . 1
doncup. > 5(n—3)+n—230|tun+12 §n+n—1—2

nZSdonc%nzldoncunuzl+n—1—Zsinn+12n—2

La propriété est héréditaire donc vraie pour todiee natureh > 5.

C. lim n—3 =+ et pour tout entier natural> 5, u,>n— 3 donc d’aprés le théoréme de comparaison :

n-+ow

im u,=+w

n-+ow

3.a vn+1:—2un+1+3(n+1)—%L = vn+1:—2[%’un+n—2] +3n+3—%

2 21 2 7 1 1 1 21
Vhs1=——=Up—2n+4+3n+3—— =——Up+N—— = Vo, == X(=2Up)+=%x3Nn——x —
n+1 3 n 2 3 n 2 n+1 3 ( n) 3 3 2

1 21 1
Vn+1:§ (— 2Un+ Sn_zj < Vn+1:§ Vi

la suite ¥,) no €St une suite géométrique de rais:l?ret de premier termey = — 2ug+ 3% 0 —2?1 =— %’ doncv,, = - %’ (%]

b. vn:—2un+3n—£':—2—5 (%) donc—2un:—2—5 (:—Lj —3n+%soit2un:2—25£%j +3n—£’

2 2 2 \3 2
un=1 2—5[—1j +3n—£1 doncpourtounDN,un=2—5(—1j +—3n—£]
21 23 2 43 2 4
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n+1
25 1_@) 75 1)
C. 2:n:VO"'Vl"'---'*'Vn:_7x1_—1SOIth:—T [1—(§J ]

wl

V0:—2U0+3x0—%

V1:—2U1+3x1—%

V2:—2U2+3x2—%

Vh=—2u,+ 3% n—% donc par addition terme a terme :
Vo+Vi+ .. +v,==20Ug+us+...+u,)+3(0+1+..4)

zn:—zsh+3(o+1+...+n)—271(n+1)

En:_281+3w_£(n+1)
2 2
2 — —
En:—2&+3n +3n-21n- 21
2
2_ —
En:—2&+3n 18n- 21
2
2 _ _ n+1
donc—2g+30 67 __ 751, (1
2 4 3

n+1 2 _ _
25,="° 1_[1] ,gni-6n-7
4 3 2
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