AMERIQUE DU NORD juin 2002
On pourra utiliser sans justification quém xe*=0

X - +00
Pour tout réek strictement positif, on considére la fonctigrdéfinie sur [0 ; o]
par :f,, (X) = In (e"+ kx) — x.
Soit Cy la courbe représentative de la fonctfgmians le plan muni d'un repére orthogonal @, ;T). (unités graphiques : 5 cm sur
I'axe des abscisses et 10 cm sur 'axe des ordennée

Etude préliminaire : mise en place d'une inégalité.

On considére la fonctiogdéfinie sur [0 ; o[ par :g (X) = In(1 +X) — x.
1. Etudier le sens de variation gle

2. En déduire que pour tout régpositif ou nul In(1 +a) < a.

Partie A : Etude de la fonctidn définie sur [0 ; 4of parf; (x) = In(e* +x) = x.
1. Calculerf {'(x) pour tout réek appartenant a l'intervalle [0 ¢of et en déduire le sens de variation de la fondtion

2. Montrer que pour tout réelappartenant a I'intervalle [0 ¢of, f1 (X) = In [1+ixj .
e

En déduire la limite d&; en 0.
3. Dresser le tableau de variationfee

Partie B : Etude et propriétés des fonctibns
1. Calculerf ' (X) pour tout réek appartenant a l'intervalle [0 ¢of et en déduire le sens de variation de la fondtion

2. Montrer que pour tout réelappartenant a l'intervalle [0 ¢of, T (X) = In[1+ k ij
e

En déduire la limite d&,, en +oo.
a. Dresser le tableau de variationfde
. . k
Montrer que pour tout rérlde l'intervalle [0 ; 4o[, on af (X) < —
e
Déterminer une équation de la tangent@ Ty au point O.
Soitp etm deux réels strictement positifs tels que m. Etudier la position relative de @t Cy,
Tracer les courbes;@t C, ainsi que leurs tangentes respective®fl T, en O.

oukr T W

) CORRECTION
Etude préliminaire

L . 1 - X
1. est définie dérivable sur [0 of , g'(X) = — -1=——
g [0 %f, g'(X) Trx Tt x

pour toutx de [0 ; +o[, g'(X) < 0 doncg est décroissante sur [0 gof:

2. g(0) = 0 etg est décroissante sur [0gfrdonc tout réeh positif ou nul,g(a) < g(0) soitg(a) < 0 donc In(1 +a) < a.
Partie A
1 =Sty 17X

e’ +x e’ +x

Pour toutx de [0 ; +o[, €* > 0 etx= 0 donc € +x > 0 dond ;(x) a le méme signe que Ix—
Sur [0 ; 1],f/'(X) = 0 doncf ; est croissante
Sur [1; +eo [, f1'(X) < 0 doncf; est décroissante

2. Montrer que pour tout réelappartenant a l'intervalle [0 ¢of, f1 (X) = In (1+LXJ .
e

In (1+e—xxj =In [e; Xj =In (€ +x) —In (€)= In (€+x) —x=f, (X

f1(X)=1In [1+lxj =In(A+xe*)or lim xe*=0donclim f;(X)=In1=0
e X - +o00

X - +00

3.
X 0 1 + o0
f1'(x) + 0 -
/ In(1+e7) \
fa
0 0
Partie B
1 £ = e’ +k 1= K(1-x)

e*+kx e +x



Pour toutx de [0 ; +o[, €* > 0 etx = 0 donc € + x> 0 dond /(x) a le méme signe que(1 —x)
or k est un réel strictement positifonc f,/(X) a le méme signe que (1}~

Sur [0 ; 1],f(X) = 0 doncf est croissante

Sur [1; +eo [, f'(X) < 0 doncf est décroissante

2. I (1+ ki) =In [ex k Xj

e e
= In (€ +kx) — In (€ = In (€+ kx) —x = fx (X)
f () =In (1+ kei) =In (1 +kxe™)

or lim xe*=0donclim f,(X)=In1=0

X - +00

3.a
X 0 1 + oo
f'(X) + 0 -
/ In (1 +ke™) \
fi
0 0
b. Sur [0 ; 1]f'(X) = 0 doncf est croissante

Sur [1; +oo [, f'(X) < 0 doncf est décroissante dofigadmet un maximum en 1 et pour taude [0 ; +of, f (X) < f (1)
soitf(x) < In (1 +ke™?
Pour tout réea positif ou nul, In(1 +a) <a

donc en particulier por=ke 'ona:ln (1 ke ')<ske?

donc pour touk de [0 ; +o[, f (X) < k e ! soitf, (X) < E
e

4. Tyest la droite de coefficient directef(0) (f'(0) =k) passant par O donc une équation de la tangenéeC; au point O
esty =k x
5. fmn() —fp(¥) =In(€+mx) —x—[In (e+px) - X

=In(e*+mx)—In(€+pXx)
p<metx=0 donc (€+mx) = (e*+pXx)
La fonction In étant croissante sur [O[+on a :
In (e*+ mx) 2 In (e*+ px) doncfm(X) —=f,(x) =0
donc G, est en dessous de,Gur [0 ; +of.
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