Soitf la fonction définie sur I'intervalle ] — 1 ;ob [ parf (X) = 1 + In (1 +X).
On note Gsa courbe représentative dans un repere orthon()m;zil, I ).
On note D la droite d’équatign= x.

Partie A
1.a. Etudier le sens de variation de la fonctfan
b. Déterminer les limites de la fonctidmux bornes de son ensemble de définition.
2. On désigne pag la fonction définie sur l'intervalle ] — 1 ;b [ parg (x) =f (X) - x.
a Déterminer Iinjlg(x).
+

b. Déterminer lim % En déduire lim g (x).

X - +o00 X X - +00
C. Etudier le sens de variation de la fonctgpnpuis dresser le tableau de variations de latiomg .
d. Montrer que sur lintervalle ] — 1 ; & [ I'équationg (X) = 0 admet exactement deux solutiangt 3, aveca négative efd
appartenant a l'intervalle [2 ; 3].
e A l'aide des questions précédentes, détermineigleeseg (x). En déduire la position relative de la courbe €t de la droite
D.
Partie B

Dans cette partie, toute trace de recherche, mémenipléte, ou d’initiative, méme non fructueusea sise en compte dans
I'évaluation.

u,=2
Soit (U, ) la suite définie pour tout nombre entier natarphr : ° .
ur|+:|_ = f(un)

1 Montrer que, pour tout nombre entier natume? < u, < f3.
2. La suite (1, ) est-elle convergente ? Justifier la réponse.

CORRECTION

Partie A

la f'(xX)= 1% doncf’(x) >0 sur]—1; +o [. f est strictement croissante sur ] — 1§
X

b. lim 1+x=+wet lim Inx=+o donc lim f(x) =+

X - + 00 X —» + 00 X —» + 00

lim 1+x=0etlim Inx=-cdonc lim f(x)=—oo
R Bkl

X -1 X-0

2.a. Iirpf f (X) = —o0 donc Iirpl* g(xX) =—o

+ +
b. SoitX=1 +X, lim X=+o etM: ln_x or lim ln_x =0 donc lim M: 0.
X - + 00 1+X x X o +o0 x X - + o0 1+X

In (x+1)__x]

Xx+1 X+1

g(x) = (x + 1)(

L:1—i donc lim i:1d0nc lim In(x+1) __x_ =—1donclim g (X) =—oc0
x+1 X+1 Xote X+1 xoro o x+1 x+1 X e
C. gx)=f'(x)—1= 1 -1= X ,X+1>0sur]-1;+o[doncg(x) ale méme signe quex—
1+x x+1
f(0) =1don@m(0) =1
X -1 0 + o0
g(x) + 0
1
g / \
— 00 — 00
d. g est une fonction continue strictement croissantd s 1 ; 0], Iirpl* g(X)=—wetg(0)=1dong(]—-1;0[)=]—;1]

00] - ; 1] donc I'équatiorg () = 0 a une unique solution notéeappartenant a l'intervalle] —1;0].

g est une fonction continue strictement décroissamtg 0 ; +oo [,
g0 =1etlim g(X) =—codoncg(JO;+[)=]—0 ;1]

00]—o; 1[donc I'équatiomy (X) = O a une unique solution notBe@ppartenant a l'intervalle ] 0 ;o [.
02)=In3-1o0rin3>1domg2)>0
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g3)=In4-2=2(n2-1)orin2<1dog@) <0

g est strictement décroissante sur | Ox frdonc 2 < < 3.

Sur lintervalle ]—1 ; +o[ I'équationg (x) = 0 admet exactement deux solutiamset 3, aveca négative ef3 appartenant a
l'intervalle [2 ; 3].

e.
X -1 o 0 B + o0
1
d /O/ \6\
— 00 — 00
g(x) — 0 + 0 —

Sur]-1;a [, la courbe dé est en dessous de la droite D ; sar; 3 [, la courbe dé est au dessus de la droite D
Sur B ; + [, la courbe dé est en dessous de la droite D. La droite et labsose coupent aux points d’abscissext 3.

Partie B

1 Montrons par récurrence que pour tout entier natur@ < u, < 3.

Sin=0,uq =2 donc la propriété est vraie pour 0.

Montrons que pour tourt, la propriété est héréditaire c’est-a-dire querpoutn de N, si 2<u,<p alors 2<u,.;<p.
La fonctionf est croissante sur ] — 1 o[ donc si < u, < alorsf (2) <f (u,) <f (B).

f(2)=1+In3doné¢(2)>2

o(B) = 0 dond (B) =P de plusu,,+;=f(u,) donc 2<u, . <.

La propriété est héréditaire pour toulonc est vraie pour toatde IN.

2. 2 <up<Bdoncg(uny) > 0 soitf (uy ) —u, > 0 doncu, + 1 > Uy, La suite (, ) est croissante, majorée fardonc est
convergente vers un réetel que < { <.
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