Asie juin 2009

EXERCICE 1 5 points Commun & tous les candida

Une entreprise fait fabriquer des paires de ch#tgsaapres de trois fournisseui,, F, Fs.

Dans lentreprise, toutes ces paires de chaussettesegwntipées dans un stock unic

La moitié des paires de chaussettes est fabriquée faurnisseur 4, le tiers par le fournisseur,fet le reste par le fournisset a.
Une étude statistiqueemontré que

» 5% des paires de chaussette fabriquées par le §seuni |, ont un défaut ;

* 1,5 % des paires de chaussette fabriquées paureisseur , ont un défaut ;

* sur I'ensemble du stock, 3,5 % des paires de chausseétia défau

1. On préleve au hasard une paire de chaussettesedstosk del’entreprise.

On considére les évenements F,, F3 et D suivants

* F,: « La paire de chaussettes prélevée est fabripgéle fournisseur | » ;

* F,: « La paire de chaussettes prélevée est fabripgéle fournisseur , » ;

* F3: « La paire de chaussettes prélevée eriquée par le fournisseursh ;

* D : « La paire de chaussettes prélevée préserdéfant »

a. Traduire en termes de probabilités les donnéd’ énoncé en utilisant les éveénements précéc
Dans la suite, on pourra utiliser un arbre pondéedié a cet expérience.

b. Calculer la probabilité gu'une paire de chausseitékevée soit fabriquée par le fournisse ; et présente un défaut.

C. Calculer la probabilité dedvénement , N D.

d. En déduire la probabilité deévenement ;N D.

e. Sachant que la paire de chaussettes prélevéeesiuige par le fournisseu s, quelle est la probabilité qu’elle présente
défaut ?

2. L’ entreprise conditionne les paires de chaussetr lots de six paires.

On considére que le stock est suffisamment grand gssimiler le choix des six paires de chaussattiss tirages indépeants,
successifs avec remise.

a. Calculer la probabilité que deux paires de chateseixactemerd’un lot présentent un défaut ; on donnera un résultat @i
au millieme.

b. Démontrer que la probabilité, arrondie au millieme’au plus une paire de chaussed’un lot présente un défaut est éga
0,983.

EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidatn’ayant pas suivi 'enseignement de spéciali
Le plan complexe est rapporté au repére orthonodiredt (O, u ,Y/).

On place dans ce repére, les points &ftke 1,B d’affixe b oub est un
nombre complexe dont la partie imaginaire eictement positive.

On construit a I'extérieur du triangle OARs carrés directsDCA et OBEF
comme indiqué sur la figure ci-contre.

1 Déterminer les affixes etd des points C et | F B

E

N

=|

. I
On noter la rotation de centre O etatigle+ >

Déterminer I'écriture complexe de

En déduire que l'affixé du point Fest ib.
Déterminer I'affixee du point E. 0
. On appelle Qe point tel que le quadrilatéreFGD soit un
parallélogramme.

Démontrer que I'affixey du point Gest égal a (b —1).

. e- . A .
4. Démontrer que—g =i et en déduire que le triancEGC est rectangle et

wo oTo

Q
=l

isocele.

EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidats ayant suil’ enseignement de spéciali
N =5 (13)

1. On se propose, dans cette question, de déternous les entiers relatifs N tels q%eN =147)
a. Vérifier que 239 est solution de ce systé

b. Soit Nun entier relatif solution de ce syste Démontrer que N peut s’écrire sous la folthe 1 + 17x =5 + 13y oux ety
sont deux etiers relatifs vérifiant la relation | x = 13y = 4.

C. Résoudre I'équation ¥ - 13y = 4 oux ety sont des entiers relatifs.

d. En déduire qu'il existe un entier relatitel que N = 18 + 22k.

N =5 (13)

N=1(17)"

2. Dans cette gestion, toute trace de recherche,méme incomméld’initiative, méme infructueuse, sera prise en cordpfes
I évaluation.

a. Existe-t-il un entier naturd tel que 16=1 (17) ?

b. Existe-t-il un entier naturéltel que 10= 18 (221) ?

e. Démontrer I'équivalence entre=N18 (22) et {
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EXERCICE 3 6 points

Commun a tous les candidats

On considére I'équation notée (E) XMm —x.

Le but de I'exercice est de prouver que I'équati®); admet une solution unique notéappartenant a l'intervalle ] 0 ;o¢ [ et
d’utiliser une suite convergente pour en obteniencadrement.

Partie A : existence et unicité de la solution

On consideére la fonctioindéfinie sur l'intervalle ]0 ; +o [ parf (X) =x + Inx.

1. Déterminer le sens de variation de la foncfisar I'intervalle ]0 ; +o [.

2. Démontrer que I'équatioh(x) = 0 admet une unique solution notéappartenant a I'intervalle ]O ;o [.

3. Vérifier que :% <as<l.

Partie B : encadrement de la solutiorx

On considére la fonctiog définie sur l'intervalle 10 ; +o [ parg (X) = LSInx
1. Etude de quelques propriétés de la fonctjon
a. Etudier le sens de variation de la fonctgsur I'intervalle ]0 ; +oo [.

b. En déduire que pour tout nombre réelppartenant a I’intervall% ; 1} , g (X) appartient a cet intervalle.

C. Démontrer qu'un nombre réelappartenant a l'intervalle ] 0 ;o¢ [ est solution de I'équation (E) si et seulemeénf &) = x.

2. On considére la suitelf ) définie pamu = > et pour tout entier natura| paru,. =g (Up ).

En utilisant le sens de variation de la fonctipndémontrer par récurrence que pour tout entierekn, ES Up<SUps1< 1.

En déduire que la suite ) converge vers.
Recherche d’'une valeur approchéende
A l'aide de la calculatrice, déterminer une valapprochée da ,,, arrondie a la sixiéme décimale.
On admet que jpest une valeur approchée par défaut & 5 pees dey.
n déduire un encadrementa@eous la formel < a < v ollu etv sont deux décimaux écrits avec trois décimales.

mopwo o

EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats

L’exercice comporte quatre questions indépendaPts: chacune d’entre elles, trois réponses soposees dont une seule est
exacte. Il s’agit de déterminer la bonne réponskegustifier le choix ainsi effectué.

Un choix non justifié ne rapporte aucun point. Bdois, toute trace de recherche, méme incomplétd;initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

1. Question 1

La solutionf de I'équation différentiellg’ + 2y = 6 qui vérifie la condition initialé (0) = 1 est définie sur 'ensemble IRdes nombres
réels par :

Réponse (1)f(X) = -2 e ?*+ 3 Réponse (2)f:(x) = - 2 €*+ 3 Réponse (3)f:(x) = - 2 & **-3

2. Question 2
On considére un triangle ABC et on note | le ptéhtjue 2B +I1C=0.

Les points G, | et A sont alignés lorsque G es@dg/centre du systeme :
Réponse (1) : {(A, 1), (C, 2)} Réponse (2) : {(®, (B, 2), (C, 2)} Réponse (3) : {(A, 1), (B, ¢, 1)}

3. Question 3
Dans I'espace muni d’un repére orthonorn@l,{ ,

k), on considére le plan P d’équation cartésienne 3y + 2z=5 et le point

A(2;3;-1).
Le projeté orthogonal du point A sur le plan Plegioint :
Réponse (1) : H(3;-1;4) Réponse (2) :H4 ;-3 ;- 4) Réponse (3) :#3;0; 1)

4, Question 4

La valeur moyenne de la fonctibaéfinie sur 'intervalle [0 ; 1] par(x) = 1+1

v est égale a :

Réponse (1) : —;—[ Réponse (2) E Réponse (3) g .
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CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
1 1 1 1 1
a. F)==,p(Fy)==,p(F3)=1—p(F)-p(Fy=1-=-===;p(D) =0,035
p(l)zp(z)sp(s) P(F 1) —p(F2) 236|0()

D
=g

0,5 D
1
= D
1 ’ D
6 D
= < =
D
b. p(F.n D) =0,5x 0,05 =0,025
C. p(F,N D)= %‘ x 0,015 = 0,005
d. p(D) =p(F1n D) +p( F2N D) +p( F3N D) donc 0,035 = 0,025 + 0,0050¢ F3 N D)
p(F,N D) =0,035 - 0,030 = 0,005.
p(F; n D) _ 0,005
e. D)= = donc D) = 0,030
P, (D) o(F.) 1 P, (D)
6
2. On a une succession de 6 expériences aléatoirtijdes et indépendantes, chacune d’elle a deugsss

succes : la paire de chaussette présente un dpfaut,035)

échec : la paire de chaussette ne présente pafale @ = 1 —p = 0,965)

Soit X la variable aléatoire mesurant le nombreadiees de chaussettes présentant un défaut ddog dhsuit une loi binomiale de
parametres (6 ; 0,035).

a. p(X =2) =0,016

b. p(X 1) =p(X =0) +p(X =1) = 0,8075 + 0,1757
La probabilité, arrondie au milliéme, qu’au plusyaire de chaussettes d'un lot présente un désaédgale a 0,983.

EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidats n'ayanpas suivi I'enseignement de spécialité

1. D est I'image de A par la rotation de centre O glan-g doncd = e_iE a=-—i

Le quadrilatére OACD est un carré do@€ = OA + ODdoncc=a+d=1—i

LS

. T . i
2.a. larotation de centre O et d'angle—2+ a pour écriture complexez:= e?z

b. F est I'image de B par la rotation de centre O gl’ang doncf = eiE b=ib

c.  Le quadrilatére OBEF est un carré dddE = OB + OFdonce=b +f=b (1 + ).

3.  Le quadrilatére OFGD soit un parallélogramme d@@ = OD + OF doncg=—i +ib=i (b— 1).

4. e-g=b(l+i)—i0-1)=b+ic—g=1l—-i-ip-1)=1-bori(l—ib)=i+b=e—gdonco—9 =i

c-g
€70 —idonc| 29| = 1etargS=9|= I + 2k (k0 2) donc EG = CG et@C ; GE) = = + 2k (k0 2)
c—-g c—-g c—-g 2 2

le triangle EGC est rectangle et isocele en G.

Asie Juin 2009 3



EXERCICE 2 5 points Réservé aux candidats ayant 8t I'enseignement de spécialité

239= 5(13) , ) N=5(13)
l.a. 239=13x18+5et239=1% 14 + 1 donc donc 239 est solution du systeme .
239=1(17) N=1(17)

b. N =5 (13) = il existe un entier relatif tel que N =13 +5
N =1 (17) < il existe un entier relatif tel que N =1% + 1

N =5(13)
{ N=1(17)
= N peut s'écrire sous la forme N =1 +4Z 5 + 13y oux ety sont deux entiers relatifs vérifiant la relatiohxl- 13y = 4.

= N peut s'écrire sous la forme N = 1 +2% 5 + 13y oux ety sont deux entiers relatifs et §3 5= 17x+ 1

C. 17x1—-13x1=4donc (1; 1) est solution Béquation 17x — 13y =4

Par différence membre a membre : $7(@1) — 13y—1) =0 soit 17— 1) =13¢-1)

donc 17 divise 13y(— 1) or 17 et 13 sont premiers entre eux doncrd@fe théoréme de Gauss, 17 diyisel

Il existe donc un entier relatiftel quey — 1 = 17k donc en remplacant dans X-<(1) =13 ¢— 1) alorsx — 1 = 13k
doncx =13k + 1 ety = 17k + 1 aved entier relatif.

Vérification 17 (13k + 1) — 13 (1k + 1) = 4 donc les solutions de I'équationXl7 13y = 4 sont les couples (¥3+ 1 ; 17k + 1)
aveck entier relatif

N =5(13)

N=1(17)

vérifiant la relation 1% — 13y =4
donc N peut s’écrire sous la forme N = 1 +xi75 + 13y oux ety sont deux entiers relatifs tels gxie 13k + 1 ety = 17k + 1 avec
k entier relatif

donc N=1+ 17 (18 + 1) aved entier relatif

donc N = 18 + 22k aveck entier relatif.

d. N solution de{ donc N peut s’écrire sous la forme N = 1 &5 + 13y oux ety sont deux entiers relatifs

N =5(13)
N=1(17)
Réciproquement si B 18 (221) alors il existe un entier reldtifel que N = 18 + 22k
221 =13x 17 donc si Ne 18 (221) alors N= 18 (13) et N= 18 (17)

N =5(13)

N=1(17)"

e N solution de{ donc N = 18 + 22k aveck entier relatif donc N= 18 (221)

or18=5(13) et 181 (17) donc{

- , N =5(13)
La réciproque est prouvée done=N8 (221) < .
N=1(17)

2.a. 10 et 17 sont premiers entre eux et 17 est un ropiemier donc d’aprés le petit théoréme de Ferbaf,"*= 1 (17) soit 10
16 —
=1(17)

b. 10 et 13 sont premiers entre eux et 13 est un rpiemier donc d’aprés le petit théoréme de Ferbaf,~*= 1 (13) soit 10
12=1 (13) or 12x 4 = 48 donc (167)*=1 (13)

10°=1 (13) or 16x 3 = 48 donc (1&°)3*=1 (17)

donc 13 divise 16°— 1 et 17 divise 1 — 1 ; 13 et 17 sont premiers entre eux dong 13 divise 1¢% -1

donc 10"%=1 (221)
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EXERCICE 3 6 points Commun a tous les candidats
Partie A : existence et unicité de la solution

1. f est définie dérivable sur ]0 ;[ etf'(x) =1 + 1 , X> 0 dond ’(x) > 0 doncf est strictement croissante sur |0.
X
2. Iin(} Inx=—oc et lim Inx=+o0 donc Iin} f(X) =—c et lim f(X) =+

f est une fonction continue strictement croissanitg 8 ; +oo [, g(J 0 ; +oo[) =] -0 ; +oo |
00]—o; +o0 [ donc I'équatiorf (x) = 0 admet une solution uniqaedans l'intervalle ] 0 ; +o [.

3. f (%) =0,5+1In0,5dont (%) <QOetf(1) =1 +In1=1de plusest strictement croissante sur ]0x donc% <as<l.

Partie B : encadrement de la solutiorx
4x—-1Inx

On considére la fonctiogdéfinie sur l'intervalle 10 ; +o [ parg (X) = z

l.a. g estdéfinie dérivable sur JO ;¢ [ etg'(x) = E(4 ——1j -Ax-1
5 X 5X
. 1 , . . 1
Six> 2 alorsg'(x) > 0 donag est strictement croissante uz; + 00

si 0 <x <:11 alorsg'(x) < 0 donqy est strictement décroissante %L@ ﬂ

b. g est strictement croissante s{u% ; 1} donc pour tout nombre réebppartenant a I’intervall% ; 1} ,0(0,5)<9(x) <g(1)

0(0,5)= 0,54 etg(1) = 1 donc pour tout nombre réehppartenant a I’intervall% ; 1} , 0,55g(¥) < 1.

C. Un nombre réek appartenant a l'intervalle ] O ;o¢ [ est solution de I'équation (B} x[0]0 ; +oo [ etlnx =—x
= x|:|]0;+oo[et4X;|nX = 4x= (X = )(D]O;+w[et4x;5|n)(:x@ g (X) =x.
2. On considére la suiteif ) définie pamu o= % et pour tout entier natura| paru,. =g (Un ).

a. Ug= % or pour tout nombre réglappartenant a I’intervall% ; 1} ,0,55g(x) <1donc 0,%<g(0,5)<1
1 s .
donczs Up<u;<1. La propriété est vraie ponr= 0.
Montrons que pour tout de IN, la propriété est héréditaire donc qu% Siup<u,.1<1 anrs%s Up+1SUp42<1

%s u,<U,.1<1 orgest strictement croissante s{uit + o0 { doncg(0,5)<g(uy) <g(un+1) <g(1)

pour tout nombre réalappartenant & I'intervall% ; 1} ,0,55g(X)<1ldonc0,xg(uy) <g(un+1) <1

1
solt ES Up+1SUp:2<1
Pour touth de IN, la propriété est héréditaire donc estevrai

b. La suite (1, ) est croissante majorée par 1 donc converge.

Pour tounde N,u,.1=g(u,), 0,55u,< 1 etg est continue SUE ; 1} donc la limite de la suitau(, ) est solution dg(x) = x

donc la suitey,, ) converge vers..
3.a. Alaide de la calculatricay ;o= 0,567 124

b. U 10est une valeur approchée par défaut & 5% p@es dex doncu 1< o < U9+ 0,000 5 ol 4o+ 0,000 5= 0,567 624 donc
0,567< a0 < 0,568
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EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats
1. Réponse (1) vraie

y = — 2y + 6 admet pour solution les fonctions de la fofr)d = C ¢ 2+ 3
f(0)=1doncC+3=1doncC=-2ddrg)=-2e?*+3

Une autre justification aurait consisté a dérive’(x) = 4 e 2* doncf '(x) + 2f (x) = 6 donc Réponse (1) vraie

2. Réponse (3) vraie
21B+IC =0 donc | est le barycentre du systéme {(B, 2), (Edbnc si G est le barycentre du systéme {(A,(B),2), (C, 1)} alors
il est aussi barycentre du systeme : {(A, 1), [},d®nc G, | et A sont alignés

3. Réponse (2) vraie
H,(4 ;-3 ;- 4) Happartient au plan P : 4 x3— 3) + 2x (— 4) = 5 etAH a pour coordonnées (2 ; — 6 ; 3)
Soit le vecteum (1 ; — 3 ; 2) normal au plan (PAH =2n ; AH est colinéaire @ donc la droite (AH) est orthogonale au plan (P)

4, Réponse (3) vraie
. - . 1 1
La valeur moyenne de la fonctibaéfinie sur l'intervalle [0 ; 1] pdr(x) = est égale & d x
valeu y [ inie sur l'interv [ ] par(X) 17 x? g {{01+x2
Pour toutx de [0 : 1], 0,5 <ldoncOf [ 1 odxs1
1+ X 01+ X

. . . T, N
Parmi les réponses proposées, s§u16pond a cet encadrement.
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